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Resumo

Este trabalho apresenta uma introdugao as Redes Neurais Artificiais (RNA) por meio
da estruturacao de um minicurso articulado em trés frentes integradas. Estas frentes sao
compostas de: um conjunto de videoaulas cujo objetivo é apresentar os aspectos praticos e
aplicados das RNA; um trabalho escrito contendo a teoria associada aos temas, o referencial
teorico e links para acesso aos materiais e um conjunto de cadernos interativos digitais.
Neste trabalho sao apresentadas as RNA: Perceptron, o primeiro neurénio artificial com
treinamento por algoritmo; o Adaline, a primeira RNA empregada em larga escala em
problemas aplicados a sinais analégicos e regressoes lineares e o Perceptron Multicamadas
(PMC), a RNA que teve seu algoritmo de treinamento tido com referéncia para os algoritmos
de treinamento das RNA nas tltimas décadas. As videoaulas abordam estes assuntos
com a adicao de recursos visuais e outros exemplos que utilizam os cadernos interativos
desenvolvidos em linguagem de programacao Python. Para facilitar o acompanhamento
dos temas estudados, estas frentes também foram reunidas no site Descobrindo Redes
Neurais Artificiais (2025).

Palavras-chave: Redes Neurais Artificiais. Perceptron. Adaline. Perceptron Multicamadas.

Minicurso.






Abstract

This work aims to present an introduction of Artificial Neural Networks (ANN) with
a minicourse composed of three main approaches: A set of video lessons to present the
practical and applied aspects of ANN; a written essay about the theory of ANN; and a
group of interactive notebooks. During this work are presented: the Perceptrons, the first
artificial neuron trained with the use of an algorihm; the Adaline, the first ANN used in
large-scale applied to analog signals and linear regressions; and the Multilayer Perceptron
(MLP), an ANN with an trainning algorithm used as reference in the training of other ANN
in the last decade. The video lessons address these subjects with the addition of visual
resources and other examples that use the interactive notebooks developed in Python
programming language. To facilitate monitoring of the topics studied, this material is in
the website: Descobrindo Redes Neurais Artificiais (2025).

Keywords: Artificial Neural Networks. Perceptron. Adaline. Multi-Layer Perceptron.

Mini-course.
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Introducdo

A presenca das Redes Neurais Artificiais (RNA) na tomada de decisoes, atualmente,
é vasta e abrange diferentes campos da ciéncia e do cotidiano. De acordo com Telles,
Barone e Silva (2020), Silva, Spatti e Flauzino (2016) e Kinsley e Kukiela (2020) seu uso
pode ser identificado em areas como medicina, ecologia, farmacia, actstica, industria de

alimentos, no setor automotivo e também no setor empresarial, por exemplo.

De fato, ela pode ser utilizada como uma ferramenta para o auxilio na tomada de
decisoes devido ao poder computacional aplicado & analise de grandes conjuntos de dados

(Big Data) disponiveis desde as ultimas décadas (Telles; Barone; Silva, 2020).

No ambito educacional, Silva et al. (2023) realizaram um estudo tipo Estado da
Arte para avaliar as aplicagoes de RNA, identificando estudos com foco em cenérios como
previsao de desempenho académico, avaliagao de nivel cognitivo, reconhecimento de escrita

a mao, deteccao e reconhecimento de faces e eficiéncia de ensino.

O uso das RNA que aqui serao apresentadas estao fortemente baseados na ideia de
classificagao de padroes como forma de desenvolver ferramentas adequadas aos assuntos
em que se aplicam. Os métodos de classificagao de padroes sao puramente matematicos e
sua implementacao e analise podem ser identificados por meio de aspectos do pensamento

computacional.

O pensamento computacional, referido como competéncia geral e habilidade especi-
fica na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) relativa a Matematica (Brasil, 2017),
bem como especificamente tratada de forma exclusiva em um documento complementar
em Brasil (2022), pode ser relacionado com o estudo e identificagao de padroes diversos,

elaboracao e execucao de algoritmos.

A fim de correlacionar os estudos aplicados ao tema das RNA com o ensino de
matematica na educacao bésica, este trabalho busca destacar elementos, conhecimentos
e ferramentas mateméaticas que sao necessarios para o entendimento do processo de
construcao e treinamento de RNA do tipo Perceptron, Adaline e Perceptron Multicamadas,

os objetos de estudo deste trabalho.

Todas as construgoes de algoritmos serao executados por meio da linguagem de
programagao Python devido a sua condigao de Software livre (Python Software Foundation,
2023; Gad; Jarmouni, 2021) de popularidade (Spectrum, 2024). Para a participagdo por
meio de leitura e escrita dos algoritmos serao utilizados arquivos IPython, formato utilizado

pelo software Jupyter Notebook, chamados de cadernos interativos.

Estes cadernos foram elaborados com o propésito de facilitar a implementagao dos



2 Introdugao

algoritmos ao permitir que os blocos de comandos sejam executados de forma assincrona.
Além disto, é possivel executar estes cadernos através do uso da plataforma Google Colab

que € sem custos e,

[...] permite que qualquer pessoa escreva e execute codigo Python
arbitrario pelo navegador e é especialmente adequado para aprendi-
zado de maquina, anélise de dados e educagao. Mais tecnicamente,
o Colab é um servigo de notebooks hospedados do Jupyter que
nao requer nenhuma configuracao para usar e oferece acesso sem
custo financeiro a recursos de computagao como GPUs (Google Inc.,
2023).

Dessa forma, os cadernos elaborados possuem a caracteristica de serem interativos,
possibilitando o relacionamento de elementos presentes nos estudos de RNA e conhecimen-
tos de matematica associado a elas que estao presentes no curriculo da educacao basica,

como a investigagao e experimentagao (Brasil, 2017).

Para o leitor que nao possui nenhuma familiaridade com linguagens de programacao
estruturada, recomenda-se a leitura do Capitulo 1 de Martins (2021), onde é feita a
ambientacao e apresentacao de exemplos simples da linguagem de programacao Python
de modo a estabelecer um ponto de partida comum aos participantes para que possam

usufruir por completo do minicurso.

Diante do exposto, este trabalho apresenta-se como um Produto Educacional (PE)
composto por 13 videoaulas, 4 cadernos do Jupyter Notebook e este material tedrico de

suporte, com o intuito de complementar o aprendizado sobre RNA.

Segundo as diretrizes propostas por Rizzatti et al. (2020) para um PE, estes
materiais estarao disponiveis para replicagao por terceiros a fim de responder a pergunta

“QQuais conhecimentos matemaéticos estao envolvidos no aprendizado de maquina?”.

Sendo assim, no capitulo 1, é introduzido o modelo de neurédnio artificial apresen-
tado por McCulloch e Pitts (1943), bem como seu funcionamento com o uso de linguagem
matematica. E importante mencionar que apesar da inspiracdo do neurdnio artificial se
basear no que se entendia até entao do funcionamento de um neurénio biolégico, as seme-
lhangas se encerraram neste fato. Sobre isso podemos citar Widrow e Lehr (1990, p.1417,
traduc@o nossa), “Embora o péssaro tenha servido de inspiragdo para o desenvolvimento
do aviao, os péassaros nao tém hélices e os avioes nao funcionam por meio do bater de asas

com penas’.!

O capitulo 2, introduz uma estratégia de treinamento para o neurénio de McCulloch-

1 «Although the bird served to inspire development of the airplane, birds do not have propellers, and

airplanes do not operate by flapping feathered wings”’, no original, em inglés.



Pitts por meio do Perceptron. Esta RNA merece uma atencao especial devido aos impactos
que teve no aumento de expectativas no uso das redes neurais, seja na ficcao-cientifica ou
na bolsa de valores. Este modelo inclusive mereceu um estudo detalhado realizado por
Minsky e Papert (1988), que ao apresentar as limitagoes para esta RNA, influenciou na

queda de interesse nos estudos relativos as RNA.

Segundo Widrow e Lehr (1990) a diminui¢ao da empolgagao em relagao ao Percep-
tron influenciou o direcionamento das pesquisas com o Adaline, que é objeto de estudos
no capitulo 3. Inicialmente aplicado em processamento de sinais analégicos, este modelo
de RNA utiliza em seu treinamento a ideia inteligente de mudar o foco na busca do acerto
para o foco em diminuir o erro e apresentar o melhor que a rede pode oferecer ao problema

em que foi aplicada.

No capitulo 4, serd apresentado o Perceptron Multicamadas. Por muito tempo
esta RNA nao superou o estigma que sua forma mais simples, o Perceptron com um
neurdnio e nao havia um consenso nas estratégias adotadas para seu treinamento. Apos o
estabelecimento de uma regra de treinamento, o backpropagation, que detém o potencial
de ajustar os pesos sinapticos para valores otimizados, houve um periodo de reavivamento

dos esforgos relativos nos estudos das RNA que perdura até hoje.

No capitulo 5 estao descritos os conteudos apresentados nas videoaulas e nos
cadernos Jupyter Notebook. Os assuntos abordados nas videoaulas estao de acordo com
os conteudos apresentados aqui no texto. O principal diferencial entre eles é a forma em
que sao apresentados, unindo as vantagens do texto relativas aos diferentes tempos de
consumo de informacao de cada leitor, com o direcionamento proveniente dos recursos
visuais e que as producgoes audiovisuais podem oferecer. Por vezes, topicos discutidos neste
texto estarao la apresentados, e vice-versa, porém existem exemplos exclusivos para cada

um deles.

Os cadernos interativos tem parte de seu cédigo apresentado neste texto e sao
utilizados nas videoaulas. Eles foram elaborados com o minimo de informagcao necessaria
para seu entendimento, entao recomenda-se assistirem as videoaulas antes de estudé-los
por meio da execucao dos codigos contidos neles ou em sua modificagao. Recomenda-se
esta ordem para o consumo e interagao com os elementos deste Produto Educacional. Com
isto, recomenda-se que sejam assistidas as videoaulas antes da leitura de cada capitulo

correspondente, seguido da interacao com os cadernos correspondentes.






1 Neurdnio de McCulloch e Pitts

Os pesquisadores Warren McCulloch ' e Walter Pitts 2, em 1943, apresentaram
um modelo tedrico que usa algebra booleana, com “0” e “1” indicando sinais negativos
e positivos, respectivamente, para simular o funcionamento de um neurénio biolégico e

aplicé-lo na tomada de decisoes.

Este modelo foi apresentado no artigo “A logical calculus of the ideas immanent in
nervous activity (1943)”. Esse trabalho foi um marco, considerado por muitos o inicial,
para o desenvolvimento do campo de estudos relativos as Redes Neurais e Inteligéncia
Artificial. O neurénio de McCulloch-Pitts é o que se chama de discriminador binério, ou

seja, € um classificador de dados para duas classes distintas (Kovacs, 2023).

Com o uso deste neurdnio artificial, foram elaboradas maquinas eletronicas em que
o modelo do neurdnio era adaptado com uso de componentes eletronicos como resistores
ajustaveis e sensores 6pticos, e desempenhava o papel de identificador de padroes, como

pode ser visto na Figura 1 (Silva; Spatti; Flauzino, 2016).

Fotocélulas

5 Sinal de
saida

Elemento
somador

Resislores

Figura 1 — Modelo ilustrativo de uma aplicagao do Neurdnio de McCulloch-Pitts
com componentes eletronicos. Fonte: Silva, Spatti e Flauzino (2016, p.58)

Para possibilitar a identificagao de padroes que o Neuronio de McCulloch-Pitts é
capaz de executar, que é relativa a categorizacao destes dados em uma de duas classes

distintas, ¢ necessario que os dados também sejam separaveis em duas categorias.

1 Warren Sturgis McCulloch, nascido em 1898 e falecido em 1969, foi um neurofisiologista, era conhecido

pelo seu trabalho sobre os fundamentos de certas teorias do cérebro e pela sua contribuigao para a
area da cibernética (Tappert, 2019).

Walter Pitts, nascido em 1923 e falecido em 1969, foi um matemaético formado no MIT. Escreveu
diversos artigos sobre métodos de simular, ou até reproduzir, o funcionamento do cérebro humano por
meio da linguagem matematica e de maquinas elétricas. Visto em https://home.csulb.edu/ cwall
is/artificialn/walter_pitts.html. Acesso em: 25 de fevereiro de 2025.

2


https://home.csulb.edu/~cwallis/artificialn/walter_pitts.html
https://home.csulb.edu/~cwallis/artificialn/walter_pitts.html
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Esta divisao é realizada de modo que, sendo possivel dispor os dados em um
plano cartesiano em duas dimensoes, eles seriam completamente separados por uma reta.
Por conta desta caracteristica, o Neurénio de McCulloch-Pitts também é chamado de

discriminador, ou separador linear.

A Figura 2 apresenta um plano cartesiano no qual uma reta de equagao 2x —y = 1

é representada, possibilitando uma discussao sobre dos espacos que ela delimita.

2r —y <ﬂ /éﬂZx—y > 1
5 5 / ; 7
/

/

/

Figura 2 — Plano dividido em duas regioes pela reta de equacao 2z —y = 1.
Elaborado pelo autor.

Analisando o plano no R? exemplificado na Figura 2, a regido laranja representa os
pares de pontos (z,y) em que 2x —y < 1 e a regiao azul em que 2z —y > 1 enquanto a

reta 2x —y = 1 é a separadora linear.

De um modo geral, para dados que podem ser dispostos no plano R?, ou seja, com
duas varidveis, o discriminador linear é uma reta que faz a separagao do plano em outros

dois semiplanos com os dados contidos em um ou outro deles.

Com trés variaveis, ou seja, no espaco tridimensional R3, uma superficie plana ou
simplesmente um plano faz o papel do discriminador linear. Em dimensoes maiores, e com
mais variaveis, o discriminador linear que separa o espago R™ em duas regioes distintas ¢é

comumente chamado de hiperplano.

E importante enfatizar que a separacao linear realizada devera ser apresentada
conforme as caracteristicas relativas aos dados. Eventualmente, pode nao ser possivel
realizar a separacao com retas, planos ou hiperplanos, sendo necesséria a utilizagao de
outras curvas e superficies para tal. Porém, este tipo de separacao nao tem possibilidade

de ser executada com somente um neurdnio de McCulloch-Pitts (Minsky; Papert, 1988).
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1.1 O funcionamento do Neurdnio de McCulloch-Pitts

A implementagao do neurénio artificial com componentes eletronicos, exemplificado
na Figura 1, recebera os dados cuidadosamente tratados para serem lidos de modo eficiente
pelos sensores, e entao apresentara uma saida, um valor numérico, que estaré associado a

uma categoria.

O funcionamento do neurdnio artificial de McCulloch-Pitts pode ser apresentado

como no diagrama da Figura 3.

Figura 3 — Diagrama apresentando as entradas e o funcionamento do neurénio
artificial de McCulloch-Pitts. Elaborada pelo autor.

As variaveis x1, x9, - - - , T, representam a informagcao externa que, quando traduzida
para a linguagem matemaética, serao repassadas ao neurénio artificial. Estas informagoes
sao valores que podem se originar de medig¢oes objetivas de fendémenos e caracteristicas em

determinados contextos ou de outras fontes como conjuntos numéricos.

Os valores Py, Py, --- , P, sao chamados de pesos sinapticos e sao ponderadores da
importancia das variaveis de mesmo indice. Isto significa que os pesos reforcam determinadas
caracteristicas apresentadas pelas variaveis e, atribuem maior ou menor importancia para

elas com o objetivo de realizar a categorizacao.

O simbolo }; é usado para indicar a soma, neste caso relativa ao produto de cada
entrada com seu respectivo peso sindptico, estabelecendo uma combinacao linear, com o
indice ¢ variando de 1 até o numero n que é maximo de variaveis fornecidas pelas amostras

ao neurdnio artificial.

A letra greta 6 representa um numero que comumente é chamado de limiar, bias

ou threshold, que atua como um valor de referéncia em relacao a combinagao linear obtida.

A funcao de ativacao f recebe este valor, ja considerando o 6, e entao devolve uma
saida y que, ao ser analisada pelo operador da Rede Neural Artificial, indicara a atribuicao

das categorias. A classificagao, neste caso, é realizada apresentando duas possibilidades
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distintas e a funcao de ativacao que determinaré, a partir dos valores reais apresentados

por u, as saidas binarias (Kovécs, 2023).

Em resumo, para o neurénio de McCulloch-Pitts, a soma dos produtos dos valores
de entradas por seus respectivos pesos deve atingir um valor maior do que 6 para que a
funcao de ativacgao possa devolver o valor associado a um conjunto e, quando a soma nao
superar esse limiar, a funcao de ativacao devolvera o valor associado a outro conjunto. Em
se tratando de redes neurais envolvendo o neurénio de McCulloch-Pitts o limiar também
serd o parametro de referéncia na funcao de ativagao. Os pesos sinapticos e limiar tem

seus valores fornecidos durante a implementacao da rede neural (Kovacs, 2023).

1.2 Implementando funcdes booleanas com o neurénio de McCulloch-

Pitts

Como forma de exemplificar o funcionamento do neurdnio artificial, serao imple-
mentadas as fungoes booleanas “E” e “OU” com duas variaveis. Estas duas func¢oes podem
ser implementadas com o uso de somente um neurénio artificial. Ambas sao caracterizadas
por receberem em suas entradas dois valores binarios “0” e “1” e devolverem uma saida

binaria que também serda um dentre estes dois valores.

Considerando que estes dados estao com duas variaveis, é possivel realizar sua
disposi¢ao em um plano cartesiano com eixos x; e xo, de forma que eles sejam considerados
pares ordenados. Seguindo nesta adaptacao, pode-se entao assumir que categorizar estes
dados linearmente é equivalente a obter uma reta que divide o plano em duas regioes
de forma que em cada uma delas estejam os pontos que apresentam a mesma saida pela
funcao de ativagao, como pode ser observado na Figura 4 ao considerar que os pesos
sinapticos do neurénio podem ser interpretados, em um caso com duas variaveis, como

coeficientes da equagao de uma reta.

A func¢@o booleana “E” apresentara o valor “1” somente quando nas duas entradas
este valor estiver presente. Considerando f como a funcao “E”, a tabela verdade para as

entradas x; e xo assumindo valores binarios é dada por:

flxy,z2) = 21 A o

»—t»—tOO§
»—tor—lo§
—| oo o

Tabela 1 — Tabela verdade de fungao booleana “E”.

onde o sinal “A” indica a atuacao da funcao booleana “E” nas variaveis x; e x».
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Dispondo os pontos referentes as entradas da fung¢ao “E” no plano cartesiano, tal
que os pares de entrada que tém saida “1” sao representados por um ponto e, os pares de
entrada com saida “0” sao representados por um circulo, tem-se a representacao grafica do

problema associado a funcao booleana “E” ilustrado na Figura 4.

Figura 4 — Representagao de uma fungao booleana “E” dentre as varias possiveis.
Elaborado pelo autor.

Ainda na Figura 4, a reta apresentada é uma candidata a separadora linear enquanto
os pontos (0,0),(0,1) e (1,0) estao agrupados em uma regiao, e o ponto (1,1) esta em
outra. A tarefa da Rede Neural Artificial seré, entao, a de encontrar os coeficientes que

esta reta deve ter para que exista uma separacao, linear, como a apresentada na Figura 4.

Deste modo, o neurénio de McCulloch-Pitts pode ser representado, para este
problema, por meio do diagrama de blocos ilustrado na Figura 5, em que os parametros
pesos P, e Py e o limiar 6 devem ser ajustados pela rede neural de modo a produzir a

classificacao desejada.

[ P

($1, 172) € A

(55'1, 1'2) € B

(- AT
ros Py

Figura 5 — Diagrama das etapas a serem executadas pelo neurénio artificial.
Elaborado pelo autor.
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E possivel escrever a equagao (1.1) com pesos sinépticos ponderando as variaveis
das amostras das entradas x; e o utilizando a Tabela 1.

-

P-0+PFP-0=0
P-0+P-1=0
P-1+P-0=0
P-1+P-1=1

\

A Equacao 1.1 apresenta um sistema de equagoes lineares. Este sistema é chamado
de Sobredeterminado e, geralmente, nao apresenta valores que satisfacam todas as
equagoes simultaneamente devido ao numero de equagoes, também chamado de restrigoes,

ser maior que o numero de variaveis (Anton; Rorres, 2012, p.241).

Adotando, por exemplo, P, = P, = 1 o sistema linear da Equagao (1.1), conside-

rando também o limiar 6 resulta em:

(x1,m9) | Pr.x1+ Py.xg —0 =u
0,0) [10+10-6= —4
0,1) | L0+11-0=1-19
(1,0) | 11+1.0-0=1-0
(1,1) | 11+11-0=2-0

Tabela 2 — Combinagao linear entre os pesos e variaveis dos dados da funcao “E".
Elaborado pelo autor.

O limiar # opera como um critério para a rede e deve ser escolhido (ou ajustado)
de forma que as saidas apresentem enquadramento a uma ou outra categoria. Desse modo,
pode-se adotar um valor para 6 no intervalo |1,2] pois, de acordo com a Tabela 2, a
combinacao linear que deveré estar associada a saida “1” é somente a da tltima linha

enquanto todos os valores das outras linhas devem ser associados a “0”.

Adotando-se entao o limiar 6 = 1,5, a fungao de ativagao pode ser escrita como:

1 se u=0

1.2
0 se u<O. ( )

y=ﬂw={

Sendo assim, os coeficientes da reta de equagao: ax + by = ¢ para que ela atue como
separador linear para o conjunto de quatro pontos com correspondéncia com a fung¢ao

boolena “E” podem ser: a = b = 1 e o coeficiente independente ¢ = 1, 5.

Este resultado pode ser observado na Figura 6a, em que a reta x + y = 1,5 divide
o plano em duas regides: uma delas, x + y < 1,5, contendo os pontos (0,0), (0,1) e (1,0)
cujas saidas da rede neural sao “0”; e, outra regiao, = +y > 1,5, contendo o ponto (1, 1)

cuja saida é “1”.
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Explorando um pouco mais esta situacao, caso a reta tenha coeficiente independente
c igual a 2, a expressao para func¢ao de ativagdo apresentada na Equacao (1.2) ainda
permaneceria valida, porém, o ponto (1, 1) estaria contido na reta de equagao = + y = 2,

como visto na Figura 6b.

— x+ty=2
O Saida 0
® Saidal

1.4 — x+y=15 1.4
O Saida 0
1.24 ® Saidal 1.24
1.04 o L 1.04

0.8 1 0.8 1

0.4 041
0.2 0.2

0.0 1 o 1% 0.0 1

-0.21 -0.21

T T T T T T T T T T T T T T T T
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
X X

(a) Grafico da fungao “E” representado pela (b) Grafico da funcao “E” representado pela
retax +y=1,5. reta x +y = 2.

Figura 6 — Graficos da funcao “E” com diferentes limiares. Elaborado pelo autor.

Para representar a fungao booleana “OU”, pode-se adotar a mesma estratégia
utilizada no exemplo referente a fungao booleana “E”; ou seja, obter um separador linear
conforme ilustrado na Figura 7. Neste caso, também pode-se utilizar os valores recebidos

dos pesos sinapticos do neurdnio como coeficientes da equacgao da reta separatriz.

L9

0, 1) (1, 1)
® o

N

0,0 1,0
§ ) .( )

\ I1

Figura 7 — Representacgao grafica de uma funcao booleana “OU”. Elaborado pelo
autor

an

A tabela verdade para as entradas x; e x5 assumindo valores binarios é observada
na Tabela 3 em que o sinal de v esta indicando a atuacao da fungao booleana “OU” nas

variaveis x; e xs.
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Ty | T2 | f(21,22) = 21 V X9
010 0
011 1
110 1
1] 1 1

Tabela 3 — Tabela verdade da fung¢ao booleana “OU”.

Escrevendo as combinacgoes lineares entre as entradas que x; e o podem assumir e
os pesos P e Py, tem-se

-

P-0+P-0=0
P0+P-1=1
P-1+P-0=1
P1+P-1=1

\

A Equagao (1.3) também ¢é um sistema linear sobredeterminado. Similar ao que foi
feito no exemplo da funcao booleana “E”, também pode-se estabelecer os pesos sinépticos
convenientemente. Inclusive, seria possivel repetir aqui os pesos sinapticos adotados na
Tabela 2.

Porém, para evidenciar as diferentes possibilidades de pesos que podem ser utiliza-
dos, e a conveniéncia do limiar escolhido, serao adotados dois valores iguais a %, ou seja,

P =P= % Realizando os procedimentos, linha por linha, tem-se:

(33'1,]72) P1.$1+P2.£L'2—9:u

(0,0) | 3.0+3.0-60= —190
0,1) | 3.0+31—-0=5-96
(L,0) | 53.14+50—-0=5—0
(L,1) | 31+51-0=1—90

Tabela 4 — Combinacao linear dos pesos com as variaveis.

Desse modo, percebe-se que o limiar 6 pode ser um valor entre 0 e %, pois, de

acordo com a Tabela 4, a combinagao linear que devera ser associada a “0” é somente a da

primeira linha, enquanto que todos os valores das outras linhas devem ser associados a “1”.
Adotando 0 = %, a funcao de ativacao pode ser escrita como:
1 se u=0
y=[flu) = (1.4)
0 se u<0O.

que representa a implementacao da fungao l6gica “OU” com um neurénio de McCulloch-
Pitts.
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A Figura 8 ilustra graficamente os dados de entrada, as saidas e o separador linear

1

dado pela reta de equagao: § + 4 = 5.

1.2
1.0 A S &
0.8 1
0.6 1 y_1
— 3+3=3
> O Saida O
0.4+ ® Saidal
0.2 1
0.0 1 O &
_02 .
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 8 — Gréfico da fungao “OU” representado pela reta de equagao 3 + & = %
Elaborado pelo autor.

Os pesos sinapticos P, e P, de ambos neurénios foram atribuidos arbitrariamente,
e os limiares 0, de modo conveniente. A observacao do atendimento das condigoes da
funcao booleana estabelece alguns limites para esta escolha, mas, teoricamente, existem
infinitas combinagoes de pesos e limiares, e consequentemente, de coeficientes da reta que
realizem a separagao do plano do modo necessario a representar corretamente cada uma

das fungoes exemplificadas.

E importante notar que a funcao de ativacao utilizada nas duas implementacoes
esteve diretamente ligada com o limiar # de maneira que este valor foi explicitamente
adotado no critério desta funcao. Em ambos os casos, pode-se identificar o uso da funcao

sinal, ou degrau,® que pode ser expressa, para algum ntimero u real,

1 >0
Hwy={ 77 (15)
0 se u<©b

o que resulta nas saidas da funcao de ativagao serem somente valores binarios.

Nos exemplos apresentados anteriormente foi possivel realizar a separacao dos
dados com somente um neurénio pois as variaveis nas entradas eram binarias e linearmente
separaveis, ou seja, por meio de combinacgoes lineares dos pesos com as entradas, sao

capazes serem classificados em uma ou outra categoria.

3 Também conhecida como funcio de Heaviside, em homenagem ao matematico e engenheiro eletricista

Oliver Heaviside (1850 - 1925)
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Nem todos os conjuntos de dados sao linearmente separéveis e isso faz com que um

neuronio de McCulloch-Pitts possa nao apresentar uma classificagao adequada.

Para duas entradas, x; e x4, a funcao booleana ou-exclusivo, abreviada como “XOU”,
apresenta valores binérios “1” para combinacoes que possuam exclusivamente uma ou outra

entrada igual a “1”, e “0” caso contrario, conforme ilustrado na Figura 9.

! III
:': IIO
xl

Figura 9 — Disposicao dos pontos no plano com saidas associadas a fun¢ao booleana
“XOU”. Elaborado pelo autor.

Esta fun¢ao nao pode ser implementada com somente um neurénio artificial (Minsky;
Papert, 1988). Ainda segundo Widrow e Lehr (1990) e Kovacs (2023), na impossibilidade
de um neurdnio representar uma funcao booleana, uma combinacao de fungoes, e conse-
quentemente de neuronios, serd capaz de realiza-la. Entretanto, este tipo de rede consiste

no uso de mais de uma camada de neur6nios, assunto tratado no capitulo 4.

Um fator importantissimo para o neurdonio de McCulloch-Pitts assim apresentado,
é a atribuicao dos pesos sindpticos e limiares manualmente. Nos exemplos que foram
utilizados isto nao demandou muita criatividade, porém, este neurdnio artificial é capaz
de realizar a categorizacao de conjuntos de dados linearmente separaveis com centenas, ou

milhares de dados.

Dessa forma, nestes casos hé a necessidade da atribuicao automatizada, por meio de
algoritmos, de pesos sinapticos adequados. Isto ¢ chamado de treinamento da Rede Neural.
Nos capitulos 2 e 3, serao apresentados dois modos distintos de se realizar o treinamento e

a obtencao destes pesos sinapticos de modo automatico.
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2 Perceptron

Conforme as tecnologias digitais foram desenvolvidas e aprimoradas, elementos
como o Perceptron, o Adaline e outras Redes Neurais Artificiais (RNA) que utilizam a
ideia de treinamento com o auxilio de algoritmos, surgiram com suas respectivas propostas

para ajustar automaticamente os pesos sinapticos do neurénio artificial (Géron, 2019).

Originalmente concebido com a intencao de simular o funcionamento da retina
para reconhecer padroes geométricos (Figuras 10 e 11), o Perceptron é constituido por um

neurénio artificial desenvolvido por McCulloch e Pitts.

O Perceptron utiliza este modelo de neurénio com a adi¢ao da possibilidade de
estabelecer pesos sinapticos adequados a cada problema proposto de maneira automati-
zada, por meio de um treinamento. Este foi um dos motivos desta RNA atrair diversos
pesquisadores e atribuirem diversas expectativas a este modelo para aplicagoes no campo
da Inteligéncia Artificial (IA)(Silva; Spatti; Flauzino, 2016).

Esta estratégia de obter os pesos sinapticos adequados contribuiu para o aumento
das expectativas em relacao as capacidades das RNA e, também, no que diz respeito a
atuacao das maquinas computadorizadas em tomadas de decisoes que antes eram exclusivas
dos seres humanos (Géron, 2019; Haykin, 2001).

Devido a grande atencao que foi depositada no Perceptron, em 1969, Minsky
e Papert (1988) apresentam pela primeira vez, por meio da formalizagdo matematica,
as limitagoes que o Perceptron possui. Essa abordagem ¢é dita como um dos itens que
colaborou com a estagnacao relativa ao aprendizado de maquina e TA, ainda na década de
1980 (Silva; Spatti; Flauzino, 2016; Bottou, 2017).

No livro Perceptrons: An Introduction to Computational Geometry (1988) é apre-
sentado o “Teorema da convergéncia’. Este teorema garante que, se o conjunto de classes
do problema a ser mapeado for linearmente separéavel, entao o Perceptron converge. Este
teorema permite atribuir o titulo de verificador de separabilidade linear de um conjunto
de dados com tal potencial. Um dos exemplos utilizados para apresentar as limitacoes do

Perceptron é sua incapacidade de implementar a fun¢ao booleana ou-exclusiva (“XOU”).
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Figura 10 — Classificagao em figuras planares convexas e nao-convexas que um
neurénio de McCulloch-Pitts é capaz de realizar: 1 é para convexas e 0
é para nao-convexas.

Fonte: Minsky e Papert (1988, p.6).

O 0

1 1 Q o] o

O Q@OO}

Figura 11 — Classificacao que um neurdénio McCulloch-Pitts é capaz de realizar para
figuras planares como sendo circulares ou nao.
Fonte: Minsky e Papert (1988, p.6).

Seu criador, Frank Rosenblatt!, apresentou este modelo de RNA em 1960 (Widrow;
Lehr, 1990). Por consistir na implementagao de um neurénio de McCulloch-Pitts, o neuronio
desta rede ainda mantém a funcao de armazenar informacoes numéricas. O diferencial é
o treinamento realizado para que ocorram os ajustes de seus pesos sinapticos por meio
da adaptacao de um modelo de aprendizado desenvolvido na tentativa de explicar o

funcionamento de neurdnios biologicos (Kovacs, 2023; Géron, 2019).

A estrutura simples do Perceptron também reflete seu modo de funcionamento
simplificado. Como esta é uma implementacao do Neurénio de McCulloch-Pitts, o processo
de receber e processar as informacoes fornecidas a ele ainda é o mesmo, ou seja, quando
nele sao introduzidas as variaveis referentes aos dados, é realizada a ponderagao de cada
uma delas de forma que haja uma combinacao linear destes valores com seus respectivos
pesos sinapticos, a comparagao com o limiar e, ao final do processo, a apresentagao de
uma saida dentre duas possiveis apos ser aplicada uma funcao de ativacao nesta diferenca

entre combinacao linear e o limiar.

Para esta RNA, todos os pesos sinapticos sao treinados de acordo com o algoritmo,

incluindo o limiar, que também sera tratado como um peso sinaptico neste processo.

Os valores dos pesos sinapticos P; e do limiar # sao a principio aleatérios, e o processo
de treinamento estabelecera os valores finais adequados que permitirao ao Perceptron
realizar as categorizacoes corretamente. Uma representagao esquematica apresentando o
processo amostra por amostra pode ser visto na Figura 12, no qual k representa o niimero

da amostra de treinamento em questao.

1 Nascido em 1928 e falecido em 1971, foi um psicologo pesquisador (Tappert, 2019).
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Figura 12 — Representagao esquemética em linha do funcionamento do Perceptron.
Adaptado de Silva, Spatti e Flauzino (2016).

O tipo de treinamento pelo qual o Perceptron é submetido se enquadra no cha-
mado treinamento supervisionado. Segundo Géron (2019, p.8), existem quatro categorias
principais de aprendizado: supervisionado, nao supervisionado, semissupervisionado e por

reforco.

O aprendizado supervisionado consiste em fornecer ao neurdnio as saidas desejadas
associadas, respectivamente, as entradas que recebe. Estas saidas desejadas também sao
chamadas de rétulos e serao utilizadas na regra de aprendizagem para, com auxilio da saida

calculada pelo neurdnio, determinar os ajustes necesséarios pelo algoritmo de treinamento.

2.1 A regra de aprendizagem do Perceptron

O processo de treinamento do Perceptron foi adaptado da primeira regra de
aprendizagem auto-organizada proposta para neuronios biologicos, o postulado, ou regra
de Hebb (Haykin, 2001).

Esta regra foi apresentada por Donald Hebb ? em 1949 e ¢ uma proposta de padrao
de aprendizagem em que as modificagoes realizadas em células nervosas de um agrupamento
de neurdnios organizado espacialmente se tornassem permanentes por meio da presenca, ou
auséncia, de estimulos sinapticos. Estas modificagoes seriam, posteriormente, permanentes

e se tornariam as regras de funcionamento das conexdes das células nervosas em questao.

Ainda de acordo com Haykin (2001), o postulado de Hebb pode ser representado

por duas regras, que compoem o que se chama de sinapse hebbiana:

2 Donald Olding Hebb, nascido em 1904 e falecido em 1985, foi um médico graduado em Fisiologia e

Psicologia pela universidade McGill (Tappert, 2019).
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e Se dois neurdnios em ambos lados de uma sinapse (conexao) sao ativados simultaneamente
(sincronizadas) entéo a for¢a daquela sinapse é relativamente incrementada;

e Se dois neurénios em ambos os lados de uma sinapse sao ativados assincronamente, entao
sua conexao é enfraquecida ou eliminada.

No contexto de aprendizado de maquina, a sinapse hebbiana fornece uma estratégia
para realizacao do treinamento de redes neurais de forma que se estabele¢a um tipo de

ativacao, ou auséncia de ativagao, no neurénio.

Essa estrutura de funcionamento, ao ser aplicada no Perceptron, implica em uma
necessidade de treina-lo com dados caracteristicos de forma que ja se saiba previamente
quais dados se enquadram em quais categorias, ou seja, devemos fornecer a ele as saidas
desejadas para a rede de forma que cada amostra contida nas entradas tenha uma respectiva

classificagao desejada.

O uso da regra de Hebb adaptada ao contexto das RNA consiste em, se os resultados
nao coincidirem com as saidas desejadas, os pesos associados e os valores do limiar sao
incrementados e, se houver uma correspondéncia, os pesos sinépticos e limiares especificos
permanecem inalterados. Este processo todo sempre sera finito, ou seja, sera concluido

com sucesso, se as categorias em questao forem linearmente separaveis (Minsky; Papert,
1988; Haykin, 2001).

A fim de caracterizar um conjunto de dados linearmente separéveis, a secao 2.2

apresenta um estudo de caso em que é possivel visualizar um conjunto especifico de dados.

2.2 Separabilidade linear: O caso das flores Iris

Para exemplificar conjuntos de dados que possam ou nao serem separados linear-
mente, serdo utilizados os dados obtidos em Fisher (1988). Estes dados sdo muito utilizados
para estudos estatisticos e para testar modelos classificadores de dados, que é o caso do
Perceptron, e é um dos conjuntos de dados mais bem conhecidos e utilizados no mundo
(Unwin; Kleiman, 2021).

Os dados se referem a trés variantes da flor do género Iris (Figura 13) e incluem
comprimento e largura de suas sépalas e pétalas, formando assim um conjunto de dados com

cinco atributos para cada amostra, sendo quatro destes numéricos e um de identificagao.

No conjunto de dados obtidos em Fisher (1988) ha um total de 150 amostras,
divididas igualmente entre a Iris Setosa, Iris Versicolor e Iris Virginica. Utilizando somente

a medida das pétalas pode ser elaborado um grafico de dispersao, observado na Figura 14.
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Figura 13 — Os trés tipos de flores Iris que foram catalogadas nos dados
apresentados em Fisher (1988). Adaptado de
https://miro.medium.com/v2/resize:fit:
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251 e Iris Setosa e oo
. , ° °
e lIris Versicolor 000 © 0 © ®
e Iris Virginica e e ®
esoe © °
2.0 1 o000 e o
= o0 o °
g o e e0 00 o
- ° °
pd oo o °
© 1.5 o o0 000
@ o o oo °
Q o eeseeee
4 XX )
© ) [ 1)
1.0 oo 0 oo
35
o
8
°
0.5 1 ]
o o00 o
e00 ©
© 000000 ©
e eo
0'0_ T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7

Comprimento das pétalas (cm)

Figura 14 — Grafico de dispersdo da Iris Setosa, Iris Versicolor e Iris Virginica.
Elaborado pelo autor com base nos dados obtidos de Fisher (1988).

Os dados apresentam um aglomerado de informagoes relativos as espécies Versicolor

e Virginica o que, neste caso, representa uma dificuldade em se tratando da utilizacao do


https://miro.medium.com/v2/resize:fit:1000/1*Hh53mOF4Xy4eORjLilKOwA.png
https://miro.medium.com/v2/resize:fit:1000/1*Hh53mOF4Xy4eORjLilKOwA.png
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Perceptron. Isto ocorre devido a nao linearidade necesséria para o treinamento da RNA
capaz de realizar a catalogacao das espécies destes tipos a partir desses dados, ou seja, a

fronteira de separacao entre estas duas categorias nao pode ser expressa por uma reta.

Entretanto, a Figura 14 mostra que a espécie Setosa ¢é linearmente separavel das
demais. Considerando entao as espécies Versicolor e Virginica como uma tnica classe,
obtém-se duas classes linearmente separaveis: Iris Setosa e Outras Iris, conforme pode ser

observado na Figura 15.
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Figura 15 — Grafico de dispersao da Iris Setosa em relacdo as outras duas espécies.
Elaborado pelo autor.

As Figuras 14 e 15 levam em consideragao somente uma das caracteristicas das
flores, no caso, o comprimento e largura das pétalas. Isto permite a construcao de uma
reta que atue como um separador linear entre duas regioes, como pode ser visto na Figura
16.
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Figura 16 — Reta separando as flores com comprimentos linearmente separaveis.
Elaborada pelo autor.

O conjunto de dados das flores apresenta para cada entrada quatro variaveis, as
larguras e comprimentos das sépalas e pétalas. A utilizaggdo de um namero maior de
variaveis impossibilita a visualizacao dos dados da forma como foram coletados e, além
disso, se houver uma separabilidade linear, o Perceptron encontrara nao uma reta, mas

sim um hiperplano.

Uma estratégia para apresentar estes dados é reduzir sua dimensionalidade. Segundo
Géron (2019) o algoritmo mais popular é a Andlise dos Componentes Principais (ACP ou
PCA - Principal Components Analysis). No capitulo 4, esta técnica seré utilizada para
apresentar graficamente os dados do treinamento juntamente com este mesmo conjunto de

dados das flores.

2.3 Interpretacdo geométrica do processo de treinamento

Ao realizar a separacao dos dados, também é possivel atribuir uma interpretagao
geométrica ao processo de treinamento, assim como para sua conclusao. A Figura 17,
extraida de Silva, Spatti e Flauzino (2016), apresenta em um plano cartesiano com dados

divididos em duas classes “A” e “B”, e dois exemplos de fronteiras. A Figura 17a apresenta
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uma possibilidade de fronteira linear enquanto a Figura 17b apresenta a impossibilidade

de uma fronteira linear na maneira em que os dados estao dispostos.

X2A

@ 9@

520
® @@ ®

® \@@ ® 5 |F.6 6
N P

O,
@0

(a) (b)
Fronteira linear separando duas classes Exemplo de impossibilidade de fronteira linear
“A” e “B”. entre as classes “A” e “B”.

Figura 17 — Fronteiras entre as Classes “A” e “B”.
Adaptado de Silva, Spatti e Flauzino (2016, p.62)

Neste caso, o treinamento do Perceptron pode ser interpretado como a busca pelos
coeficientes de uma reta capaz de realizar a separacao linear entre os dados. Observe que
esta é a mesma ideia apresentada no capitulo 1 através do neurdnio de McCulloch-Pitts,
porém realizada de forma automatica. Estendendo para trés dimensoes, estes coeficientes

seriam relativos aos coeficientes de um plano em R3.

Na Figura 17a pode ser visto um exemplo de separagao de dados em duas classes,

“A” e “B”, de forma que a fronteira de separagao entre essas classes é a reta.

Na Figura 17b é possivel perceber que nao hé a possibilidade de ser construida uma
fronteira linear de separacao entre os dados, isso significa que os dados nao sao linearmente
separaveis e, se houver a tentativa de realizar a separagao por meio do algoritmo de

treinamento do Perceptron, ndo haveré convergéncia (Géron, 2019; Haykin, 2001).

De fato, como pode ser visto em Haykin (2001) e em Minsky e Papert (1988),
o Perceptron convergiréd, ou seja, encontrara valores para os hiperplanos que separem
dois grupos de dados disjuntos se for garantido com antecedéncia que estes dados sao
linearmente separéveis. Utilizando o argumento logico da contrapositiva, podemos utilizar
o Perceptron como um verificador de separabilidade linear, pois, se o Perceptron nao

convergir, isto significa que os dados em questao nao sao linearmente separaveis.
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2.4 O treinamento do Perceptron

Visando facilitar a representacao dos conjuntos de dados, pesos e limiares envolvidos
no processo de treinamento do Perceptron, estes serao apresentados e representados de
forma matricial e, as operacoes envolvidas em seus calculos respeitarao as operagoes
associadas a Algebra Matricial. Caso o leitor tenha alguma davida ou questionamento
sobre esta algebra, recomenda-se o estudo deste topico encontrado em livros didaticos de
matematica elementar destinados ao ensino médio como Matematica (2000), Fundamentos
de Matematica Elementar (2013) e, para nivel superior, Algebra Linear com aplicacoes
(2012).

Utilizar matrizes para lidar com as etapas do treinamento e uso das RNA entra
em acordo com uma estratégia de aprendizagem denominada aprendizagem em lotes. Este
método consiste em utilizar todos os dados disponiveis para o treinamento, enquanto
estabelece um contraste com a aprendizagem em linha (ou online), em que os dados sdo
fornecidos um a um as RNA e o treinamento ocorre conforme novos dados sao adicionados

(Géron, 2019).

O treinamento de uma RNA ¢é o processo pelo qual a rede realiza atualizagoes dos
pesos sinapticos, incluindo o limiar, em busca daqueles que realizarao satisfatoriamente a
tarefa proposta. Inicialmente, os pesos sinapticos e o limiar sao valores reais aleatérios e o
processo de treinamento s6 € finalizado quando os pesos satisfazem determinadas condigoes

impostas ao algoritmo pelo usuério.

O treinamento do Perceptron é organizado em épocas e, cada época se inicia com
a atualizacao dos pesos sinapticos com novos valores. Chamando de P a matriz contendo
0s pesos sinapticos e de x a matriz contendo as amostras de treinamento, a combinagao
linear entre os pesos e as variaveis que representam as amostras de treinamento pode ser

expressa por:
Pz, (2.1)

pois, a matriz de entradas z apresenta n linhas, que é o niimero de variaveis de cada
amostra, e m colunas, referente ao nimero de amostras. Dessa forma, a matriz dos pesos

P deve ser de uma matriz linha com n colunas, ou seja,

11 Ti2 T13 " Tim
To1 T2 T23 ° Tom

P.x= [P1,1 Py P - P1,n] . (2.2)
$n,1 xn,Q xn,3 e xn,m

Ainda de acordo com o funcionamento do neuréonio de McCulloch-Pitts, faz-se

necessario realizar a comparagao com o limiar. Como a matriz resultante da Equagao (2.2)
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possui dimensao 1 x m, uma matriz do limiar L pode ser escrita com a mesma dimensao,

de modo que todos seus elementos serao iguais a €, que é o limiar.

Adaptando os processos descritos para linguagem matematica, tem-se:

P-x—L= (2.3)
11 Ti12 T1m
To1 T22 - Toam
[Py P P o A
1xn 1xm
TIpn1l Tn2 - Tam
nxm

que resulta em

P.-x—L=
(P Puann) =0 o (Poagin+ o+ Poan) = 0] . (2.4)

Em cada elemento da matriz apresentada na Equagcao (2.4) seré realizada a aplicacao
na fungao de ativagao f. O objetivo da fungao de ativagao é limitar as saidas dos neurdnios
de forma que sua amplitude seja reduzida a um intervalo finito que tenha significado
relativo as entradas (Silva; Spatti; Flauzino, 2016; Haykin, 2001).

Apos isto, é obtida uma matriz onde cada um de seus elementos indicaré para
qual categoria as respectivas variaveis foram classificadas. A funcao de ativacao que é
usualmente utilizada com o Perceptron é a funcao degrau, e portanto, as saidas desta RNA

serao discretas e devem ser uma de duas possiveis, ou seja, uma escolha binaria.

Esta matriz com saidas obtidas pela RNA sera chamada de y e, no caso do
treinamento supervisionado, seus respectivos elementos serao comparados, um a um, com

os elementos da matriz com as saidas desejadas d.

As operagoes entre as matrizes, apresentadas na Equagao (2.3), podem ser realizadas
gracas as dimensoes compativeis com o produto matricial. De modo reduzido, tem-se o

sistema:
u=P-z—L

2.5
y=f(u). 2

O processo descrito até o presente momento, avalia se os pesos sinapticos estao
adequados ao conjunto de dados e suas respectivas saidas esperadas. Este resultado é
avaliado através da comparagao da matriz y, matriz de classificacao dos dados pela rede

neural e da matriz d, matriz dos resultados esperados.

Caso haja uma divergéncia entre estes resultados, os pesos sindpticos devem ser

atualizados através da regra de aprendizado de Hebb, descrita matematicamente como:
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P(novo) _ P(antigo) +17- (d . y> . IT (26)

em que ! é a matriz transposta de z.

A letra grega n (eta) é chamada de taxa de aprendizagem e é um ntmero entre 0 e
1 responsavel por determinar o quanto do erro apresentado pela diferenca entre as saidas
obtidas pela rede neural e esperadas, (d — y), é incorporado na atualiza¢do que os pesos
(Kovacs, 2023).

Quando ocorre a primeira atualizagao dos pesos sinapticos considera-se também a
ocorréncia da primeira época de treinamento. Desta forma, a cada atualizacao realizada,
mais uma época sera contabilizada. As épocas, ou seja, os ajustes dos pesos sinépticos,
continuam ocorrendo e o processo de treinamento so é finalizado no momento em que os

pesos deixam de ser reajustados, ou seja, quando a diferenca (d — y) for igual a zero.

Um fluxograma do treinamento pode ser representado como na Figura 18.

Inicio

Define:
Pesos sinapticos;
Limiar;

Taxa de aprendizagem.

Fornece:
Entradas x;
Saidas d

Realiza:
Combinacdo linear dos
[ pesos sinapticos, com

limiar, com as variaveis
das entradas.

Realiza:
Ajustes dos pesos
sinapticos, e limiar, com
aregra de Hebb.

Compara:
Saidas obtidas sdo iguais

as desejadas?

Sim

Figura 18 — Fluxograma do treinamento do Perceptron. Elaborado pelo autor.

Sera apresentado na se¢ao 2.4.1 um exemplo de treinamento do Perceptron para a
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funcao booleana “E”, e nele serao discutidos os detalhes deste ajuste em um caso particular,

sem prejuizo a casos gerais.

2.4.1 Implementando a funcdo booleana “E”

A secao 1.2 mostrou que o problema da funcao booleana “E” é linearmente separavel.
Além disso, mostrou ser possivel determinar, empiricamente, os coeficientes da equacao de

uma reta que separa os dados.

Este resultado mostra que o Perceptron convergira, ou seja, apresentard uma
solucao para este problema apos ser adequadamente treinado, na forma de uma matriz de
pesos sinapticos que geometricamente podem ser interpretados como os coeficientes da

equacao de uma reta.

A obtencao destes pesos tem inicio com a construcao da matriz dos dados de
entrada 2/, com os dados tabela verdade apresentada na Tabela 1. Observe que os dados
para a construcao da matriz x sao acondicionados de modo a preservar as operagoes

matriciais definidas nas Equagoes (2.1) a (2.4).

0101
z = : (2.7)
0011

A matriz das entradas apresentada na Equagao (2.7) pode ser modificada, sem que
isto interfira nas caracteristicas das variaveis, adicionando uma linha com nimeros “—1".
Esta estratégia faz com que o limiar 6 possa ser introduzido na matriz de pesos sinapticos,

fazendo com que o seu treinamento ocorra em conjunto.

Realizando-se esta modificagao, a matriz x representa o conjunto de parametros de

entrada para o treinamento da rede neural e, ¢ dada por:

0 1 0 1
z=l0 0 1 1]. (2.8)
~1 -1 -1 -1

A adicao da linha com “-1” faz com que o limiar # seja incluido na matriz de pesos
de modo a preservar as operagoes matriciais envolvidas entre as matriz dos pesos P e a

matriz dos dados de entrada z.

Matematicamente tem-se:

u=PFP-x—L
o 1 0 1
-1 -1 -1 -1
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Com o proposito de finalizar este exemplo sem se estender muito no processo e de
modo a obter a rapida convergéncia do Perceptron, considere os pesos sinapticos 0,9 e
o limiar 0,7 dados por P = [0, 9 0,9 0, 7], que sao relativamente proximos aos pesos

sinapticos adotados na Tabela 2.

Atualizando a Equacao (2.9) tem-se:

0 1 0 1
u=@ﬁ Q9Qﬂ- 0o 0 1 1

1 -1 1 -1
=L4j 0,2 0,2 Lq- (2.10)

A proxima etapa é a utilizagao da fungdo de ativagao para identificar para qual
categoria os valores indicam a classificagao. Para isto, utiliza-se a funcao degrau que pode

Ser expressa como.

1, sewu =0,
flu) = (2.11)

)
0, seu<O

com u sendo cada um dos elementos da matriz obtida na Equacao (2.10). Neste caso,
considera-se que aplicar uma fun¢ao em uma matriz é o mesmo que aplicar a func¢ao em

cada um de seus elementos.

Como resultado tem-se a matriz das saidas obtidas pela rede neural, denominada

de y e dada por:

=f<—Q70ﬂ Q21JD
=707 F0.,2) F0.2) 711
= [0 11 1] (2.12)
Com a matriz y obtida, realiza-se a comparagao com a matriz de saidas desejadas
d, dada por: d = [0 0 0 1].

Como ha discrepancia entre os resultados obtidos pela rede neural e as saidas

desejadas, tem-se inicio uma nova época de treinamento.

Adotando uma taxa de aprendizagem 1 = 0, 1 e utilizando o algoritmo apresentado

na Equacao (2.6) para calcular os novos pesos sinapticos, tem-se:

00 —1
10 -1

ﬂmwzh90ﬁ0j%wJ[0—1—1@- (2.13)
01 —1
11 -1
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Realizando as operagoes apresentadas na Equagao (2.13), obtém-se:

plnovo) _ [0,8 0.8 0,9], (2.14)

e, com esta nova matriz de pesos, atualizam-se as Equagoes (2.10) e (2.12), por:

0 1 0 1
a —los 08 090 0 1 1 [=][-00 -01 -01 07| (215
11 -1 -1

=f(—0,9 —0,1 —0,1 0,7])
= [1(=0,9) F(=0,1) f(=0,1) f(0,7)]
=[0 0 0 1]. (2.16)

A matriz das saidas calculadas y, obtida na Equacdo (2.16), é exatamente igual
a matriz de saidas desejadas d, fazendo com que o erro obtido pela rede neural em seu
treinamento seja zero, implicando em uma igualdade P("v°) = plantigo) "concluindo assim

o treinamento do Perceptron.

Utilizando os pesos sinapticos contidos na matriz P = [0,8 0,8 0,9] como
coeficientes de uma equagao de reta ax + by = ¢, respectivamente, tem-se a representacao

visual da reta que separa os dados das entradas, como pode ser visto na Figura 19.
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_02 4
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Figura 19 — Gréfico da funcao booleana “E” com pesos treinados. Elaborado pelo
autor.
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Este mesmo método pode ser utilizado para treinar a funcao booleana “OU”. Para
isto, bastaria ajustar a matriz de saidas desejadas d e repetir o processo para ajuste dos

pesos sinapticos.

Uma forma de ajustar os parametros de treinamento com diferentes taxas de
aprendizagem 7, diferentes pesos sinapticos iniciais e observar as mudangas que ocorrem
durante o processo de treinamento é por meio do uso da implementacao do algoritmo de

treinamento em alguma linguagem de programacao.

2.5 Utilizando Python para treinar um Perceptron

Os codigos de programagao aqui apresentados podem ser salvos em um arquivo com
extensao .py e executados ou inseridos em um caderno no Google Colab ou no Jupyter
Notebook.

Para implementar o treinamento realizado na secao 2.4.1, inicialmente faz-se a
importagao da biblioteca numpy, segundo o Algoritmo 1, a qual é responsavel por fornecer
as ferramentas que permitem realizar as operacgoes de matriciais de produto e transposta,

além do calculo da funcao de ativacao.

#Importa a biblioteca
import numpy as np

Algoritmo 1 — Importando a biblioteca numpy. Elaborado pelo autor.

De posse das fungoes matematicas necessarias, implementa-se uma fungao chamada
de Perceptron que recebera como parametros de entrada 7, x, d e P. Esta fungao seré
responsavel por realizar o treinamento do Perceptron com base nos parametros de entrada,
atualizando os pesos sinapticos a cada época de treinamento. Esta funcao pode ser

observada no Algoritmo 2.
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#Criagcdo da fungdo Perceptron:
def Perceptron(P,x,d,eta):
# Estabelece como 0 o mumero de épocas:
epocas = 0
#Realiza a primeira combinacdo linear entre P e x:
u = np.dot(P,x)
#Realiza a aplicagdo da fungdo de ativagdo:
y = np.where(u>=0,1.0,0.)
#Enquanto y for diferente de d::
while np.array_equal(y,d)==False:
#Adiciona uma época:
epocas = epocas + 1
#Compara as matrizes y e d:
diferenca_saida = d-y
#Realiza o ajuste dos pesos:
P += eta*(up.dot(diferenca_saida,x.T))
#Nova combinag¢do linmear com 0S MOVOS pesos:
u = np.dot(P,x)
#Apresenta a mova matriz y:
y = np.where(u>=0,1,0)
print(f'Na época {epocas}, a matriz dos Pesos & {P}')
print('A matriz dos pesos completamente treinada é:\n',P)
print ('Namero de épocas:',epocas)

Algoritmo 2 — Construcao da funcao Perceptron. Elaborado pelo autor.

Para que a funcao Perceptron realize os ajustes dos pesos sinépticos, os parametros
desta funcao devem ser carregados no ambiente através dos comandos contidos do Algoritmo
3.

#Insere a matriz de entradas x:

x = np.array([ [0, 1, O, 1],[0, O, 1, 11,[-1, -1, -1, -111)
#Satdas desejadas d

d = np.array([[0, O, O, 1]11)

print(f'A matriz das entradas é:\n{x}')

print(f'A matriz de saidas desejadas é:\n{d}')

Algoritmo 3 — Fornecimento dos dados das amostras para treinamento com a funcao
Perceptron. Elaborado pelo autor.

Apos configurar todos estes parametros, pode-se utilizar os pesos sindpticos obtidos
da implementagao da fungao booleana “E”, na se¢ao 2.4.1, e entao utilizar a funcao criada

no Algoritmo 4 para iniciar o treinamento.
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Perceptron([0.9, 0.9, 0.7],x,d4,0.1])

Algoritmo 4 — Matriz de pesos sinépticos. Elaborado pelo autor.

Caso o usuério tenha interesse em gerar novos pesos sinapticos de forma aleatoria e
automaticamente, basta utilizar a fungao random.rand, da biblioteca numpy, e obter pesos
iniciais aleatorios compativeis com a matriz de entradas x com o uso de len(x). Desta
forma, sao atribuidos pesos sinapticos iniciais aleatérios para a matriz de pesos sinapticos

P ao utilizar a linha de comando contida no Algoritmo 5.

# len(z) é o numero de colunas de
P = np.random.rand(1,len(x))
print(f'A matriz dos pesos é:\n{P}')

Algoritmo 5 — Geracao de pesos sindpticos aleatérios de acordo com a quantidade
de variaveis das entradas. Elaborado pelo autor.

e, em seguida, executar novamente a fungao Perceptron com a sintaxe dada como no

Algoritmo 6, com 7 sendo um valor preestabelecido entre 0 e 1.

Perceptron(P,x,d,eta)

Algoritmo 6 — Fungao Perceptron com parametros inseridos. Elaborado pelo autor.

Finalizado o treinamento, inicia-se a fase de teste, ou seja, da verificagao se a
rede neural aprendeu a identificar corretamente o padrao aprendido durante a fase de

treinamento.

O uso da linguagem de programagao apresenta uma vantagem que facilita a compre-
ensao de uma caracteristica do Perceptron que pode ser uma fragilidade ou potencialidade,
a depender da situagao. Se uma busca rapida por pesos sinapticos que satisfacam as
saidas desejadas for o suficiente, é possivel perceber como o Perceptron apresenta uma
convergéncia mais rapida do que outras redes, resultado que sera discutido futuramente

neste trabalho.

Isto ocorre pois o Perceptron nao busca os pesos sinapticos que melhor atendam as
condigoes da fungao, mas sim, finaliza o treinamento com quaisquer pesos que atendam
o critério de conclusao do treinamento. Este fato é consequéncia do uso da funcao de

ativagao durante o processo de treinamento.
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Além, disso, conforme os pesos sao alterados com o uso da funcao para gerar
valores aleatérios random.rand, é possivel visualizar que o Perceptron apresenta diferentes

resultados para os pesos sinapticos em P ao fim de seu treinamento.

Relembrando os resultados ja obtidos neste trabalho, observa-se que os pesos
sindpticos obtidos empiricamente na secao 1.2 e utilizados no exemplo referente a fungao
booleana “E” na Tabela 2 sao diferentes daqueles que foram apresentados na Equacao
(2.14) mas ambos satisfazem as condigoes de conclusdo do treinamento do Perceptron, ou
seja, ambas matrizes de pesos sinapticos [0,5 0,5 1,5] e [0,8 0,8 0,9] realizam a

categorizacao de forma efetiva.

2.6 Sistemas lineares e o Perceptron

E possivel estabelecer uma relacio entre o funcionamento do Perceptron e o estudo
de sistemas lineares. Tomando a matriz apresentada na Equacao (2.9) igual a zero, tem-se
um exemplo de sistema linear em que as incognitas sao os pesos sinapticos Piy, Pjs € 0
limiar 6. Nestes sistemas, busca-se encontrar para as incognitas uma solu¢ao, um conjunto
de valores numéricos, de forma que todas as equagoes se tornem sentencas verdadeiras

simultaneamente.

De modo mais geral, chamamos de equacoes lineares nas incognitas Py, --- , P,

todas as equagoes do tipo Py - xy 1+ Po-x91 + -+ Py, - xp,1 = b.

Todos os ntmeros x1,1,%21, - ,Tn,1 Sao valores reais e, neste caso, sao as varia-
vels das amostras contidas na matriz de entradas. O coeficiente b é chamado de termo

independente e, neste caso é o limiar 6.

Quando um conjunto com mais de uma equacao é estabelecido, havendo nestas
equagoes incognitas em comum, determina-se um sistema linear de equacgoes lineares, como
visto na Equagao (2.17) que possui n incognitas e m equagoes:

-

Piizig+ Pioxig+ -+ Prpz, = by,

Piyzoy + Piozag + - + P p2o, = by,
< b b 3 9 7n 7” (2‘17)

Pl,lzm,l + P1,2xm72 +oeet Pl,nxm,n = bm

Quanto & obtencao de solucoes de sistemas lineares, de modo geral, eles se enqua-
dram em um de trés tipos: sistemas possiveis e determinados (SPD), sistemas possiveis e
indeterminados (SPI) e sistemas impossiveis (SI). E possivel interpretar estes resultados

geometricamente para até trés dimensoes.

No caso bidimensional, cada equagao linear pode ser interpretada como a equagao

de uma reta no plano cartesiano e, este sistema linear apresentara solucao tinica quando
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estas retas se interceptarem. Este é o caso dos sistemas tipo SPD.

Neste tipo de sistema linear, as equacoes envolvidas no sistema sao linearmente
independentes entre si, ou seja, nao podem ser transformadas em alguma outra dentre elas
apenas com operacoes de soma e multiplicacao por escalar e, além disso, apresentam um
numero de incognitas igual ao numero de equagoes. Um exemplo de um SPD ¢é formado

pelas equagoes na Equacao (2.18), cujo conjunto solugao é S = {(12,8)}.

r+y=20
Y (2.18)

r—y=4

Quando h& um nimero menor de equagoes linearmente independentes do que de
incognitas, tem-se um sistema do tipo SPI. Estes sistemas apresentam infinitas solugoes
e, seu conjunto solugao é representado por sentencas algébricas em funcao de alguma
incégnita que neste caso se torna uma variavel. Este é o caso do sistema linear apresentado
na Equagao (2.19), que tem seu conjunto solugao representado por: S = {(z,20 — z), para

qualquer x € R}.
{x+y=20 . (2.19)

Quando em um sistema linear suas equagoes apresentam sentencgas que se con-
tradizem, ele é dito do tipo impossivel ou simplesmente SI, como é o caso do sistema

apresentado na Equacao (2.20). Estes sistemas também sdo chamados de inconsistentes.

20 +3y =5
dr + 6y = 12

(2.20)

No sistema da Equacdo (2.20), a segunda linha pode ser dividida por 2 e transfor-
mada na primeira, de modo a obter a Equagao (2.21), resultando em um absurdo, pois,
pela igualdade obtida, apresenta-se 5 = 6.

20 + 3y =5

(2.21)
20+ 3y =6

A Figura 20 apresenta as representacoes geométricas dos sistemas de tipo SI, SPD e

SPI, com as Equagoes (2.20), (2.18) e (2.19) com as Figuras 20a, 20b e 20c, respectivamente.

As intersecgoes das retas na Figura 20 indica visualmente o niimero de solugoes,
para os sistemas SI e SPD, e a auséncia de outra reta presente no grafico significa um

nimero indeterminado de solugoes, como nos sistemas de tipo SPI.

Os sistemas lineares relacionados ao Perceptron sao chamados de Sobredetermi-

nados, o que significa que ha um ntimero maior de equagoes do que incognitas.
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— 3x+3y=5
41 — 4x+6y=12

(a) Sistema Impossivel

20 1 — y+x=20 20 A — y+x=20
— x-y=4
® Solugdo: (12,8)

154 154

104
104

-5 T T T T T T T T

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X X

(b) Sistema Possivel e Determinado. (c) Sistema Possivel e Indeterminado.

Figura 20 — Tipos de sistemas lineares. Elaborado pelo autor.

Ha uma condigao para que os sistemas Sobredeterminados possuam solucao. Este é
0 caso em que no sistema linear existe um numero de equacoes linearmente dependentes
igual a diferencga entre o nimero total de equagoes e o nimero de incognitas das equagoes.
Em outras palavras, em um sistema linear Sobredeterminado com duas varidveis, por
exemplo, se houverem duas equacoes que possam ser utilizadas para gerar todas as outras,

entao este sistema possuira solucao.

A Equagao (2.22) apresenta um caso de sistema Sobredeterminado com solugao.

Com o uso das equacoes, é possivel perceber que, duas vezes a segunda equacao, menos a
) b b

primeira, resulta na terceira equacao. O grafico apresentando as trés retas formadas pelas

equagoes de (2.22) pode ser visto na Figura 21.

r+y=1
2r+y=2 . (2.22)
r+y=3
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—_— xt+ty=1
4 —_— 2Xt+y=2
— 3x+y=3
® Solucdo: (1,0)
2_
> 0
—2
—4 4
-4 -2 0 2 4 6
X

Figura 21 — Sistema Sobredeterminado com solucao. Elaborado pelo autor.

Para sistemas Sobredeterminados que nao possuem solucao, existem duas possibili-
dades que podem ser exemplificadas com retas obtidas individualmente das equagoes do

sistema como na Figura 22.

O primeiro é o caso em que todas as equagoes sao inconsistentes e nenhuma delas
se satisfazem. Este caso pode ser representado por retas que sao todas paralelas, ou seja,

nao ha intersecao para nenhuma das equacgoes, como na Figura 22a

O segundo caso é em que algumas equagoes satisfazem umas das outras, mas o
restante nao satisfaz estas condigoes, podendo satisfazer outras condi¢oes de outro grupo
de equacoes. Este caso é representado pelas Figuras 22b e 22c¢, mas nao esta limitado a
estas possibilidades. Um exemplo deste caso pode ser visto pela Equagao (2.23), que foi

representado graficamente na Figura 22c.

3r—y =38
z+y =20 (2.23)
r—y=4
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2.0 2.0

—_— Xx+y=0 —_— x—-y=0
1.5 — x+y=1 154 — x+y=1
—_— x+ty=-1 —_— x+y=-1
1.0 4 1.0 @ [ntersecdes: {(-0,5:-0,5),(0,5;0,5)}
0.54 0.54
> 0.0 > 0.0
—0.51 —0.51
-1.01 -1.01
—1.5 ~1.5
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-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
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(a) Todas as retas paralelas. (b) Duas retas paralelas e duas intersegoes.
20
154
109 — ixfy}:S
— x+y=20
> —_— Xx—-y=4

5] @ Intersecdes

0 /
-5 T T T
=5 0 5 10 15 20
X

(c) Trés intersegoes.

Figura 22 — Casos de sistemas Sobredeterminados. Elaborados pelo autor.

As equagbes apresentadas na Equagao (2.23), se analisadas separadamente, duas
a duas, possuem solugao. A primeira e a segunda tem solugao em (7,13), a segunda e a
terceira em (12,8) e a primeira e terceira em (2, —2). Porém, o sistema como um todo, da

forma que é apresentado com as trés equacoes simultaneamente, nao possui solugao.

De modo geral, ainda em duas dimensoes, hd uma infinidade de retas que podem
se interseccionar sem apresentarem um ponto em comum a todas, e portanto ha uma
infinidade de equagoes que podem ser consistentes porém nao satisfazerem a uma ou mais

equagoes restantes de um sistema ao qual pertencem.

Mas, a busca por solugoes de sistemas Sobredeterminados nao é o que o objetivo
do Perceptron, ou seja, os coeficientes que o Perceptron busca nao sao para as retas que
passam pelos pontos que as variaveis dos dados representam, e sim a busca por pesos
sinapticos que produzam, nas equacgoes, sentencas que apresentem valores que estejam,

comparativamente, maiores ou menores que o limiar 6.

Isto implica na possibilidade de mudar o sistema de equagoes para um sistema de
inequagoes lineares, em que todas as inequagoes podem ser comparadas a zero, ou seja, do

ponto de vista do treinamento do Perceptron, a Equagao (2.17) poderia ser transformado,
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a depender do exemplo, em um sistema linear como na Equagao (2.24):

r

Py xig+Pio-ao1+ - +Py-x,0—0>0

<.P1,1'$1,2+P1,2'$2,2+"'+P1,n'$n,2—9<0 . (2.24)

kpl,l"Tl,n+P1,2"r2,n+"'+P1,n'xn,n_‘9>o

O sistema de inequagoes lineares apresentado na Equagao (2.24) evidencia a pos-
sibilidade de haver um conjunto de valores para os quais os pesos sindpticos satisfacam
as inequacoes. De fato, dada a separabilidade linear dos dados referentes as amostras, o

teorema da convergéncia do Perceptron garante a existéncia destes pesos sinapticos.

A literatura apresenta diferentes métodos numeéricos para determinar as solucoes
de sistemas Sobredeterminados, caso estas existam (Franco, 2006; Ruggiero; Rocha Lopes,
1996; Arenales; Darezzo, 2016). De um modo geral, a obtencao de solu¢oes aproximadas

para estes sistemas, sejam eles inconsistentes ou nao, podem ser fornecidas com o auxilio
do Método dos Minimos Quadrados (MMQ).

Considerando uma matriz P como matriz das incognitas, a matriz £ como matriz
dos coeficientes e a matriz y com os termos independentes, o MMQ apresenta solugoes

para o sistema P -z =y com o uso da Equagao (2.25) (Géron, 2019).
P = [(a:T : x)_l : xT] Y, (2.25)

~1 - .
em que (xT : x) representa a matriz inversa resultante do produto de z”, a matriz

transposta de x, pela propria matriz x.

De acordo com Géron (2019), o MMQ pode ser encarado como um método de
minimizar o custo associado a uma regressao linear que realizaria uma separacao entre
os dados, mas para um grande volume de dados este método demanda a analise de um
nimero elevado de variaveis, podendo se tornar lento, principalmente se comparado ao
método de aprendizado do Adaline, assunto do capitulo 3, que realiza uma regressao linear

eficiente quando comparado ao Perceptron e ao MMQ.
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3 Adaline

O Adaline é, assim como o Perceptron, um modelo de RNA também muito utilizado
na classificacao de dados entre duas classes distintas. Seu nome ¢ um acrénimo obtido de
Adaptive Linear Element e foi apresentado em 1960 por Bernard Widrow! e Marcian Hoff?,
meses depois que Rosenblatt apresentou o Perceptron (Widrow; Lehr, 1990). A principio
este modelo foi desenvolvido para ser utilizado no chaveamento de circuitos eletronicos e
estabeleceu um marco no que se refere ao uso de RNA em contextos industriais envolvendo

sinais elétricos analégicos (Widrow; Lehr, 1990; Silva; Spatti; Flauzino, 2016).

Segundo Widrow e Lehr (1990), o Perceptron poderia se enquadrar, juntamente com
o Adaline, na categoria de combinadores lineares adaptativos®. Muitas semelhancas, em
questao de estrutura, funcionamento e estratégia de aprendizado, podem ser encontradas
entre o funcionamento do Perceptron e do Adaline, como pode ser visto na Figura 23, em

comparacao com a Figura 12 apresentada no capitulo anterior.

Adaline

(@) = )

S~

Figura 23 — Representacao esquemaética do Adaline. Elaborado pelo autor.

Ambas RNA implementam o neuronio de McCulloch-Pitts e portanto funcionam a
partir da combinagao linear entre os pesos sinépticos e as variaveis das amostras e, em
seguida apresentam saidas continuas que sao interpretadas por fungoes de ativagao que

mantém seu o proposito de obter uma classificacao binaria.

Outro ponto em comum ¢é o fato desta rede neural utilizar um treinamento de

aprendizado supervisionado (Silva; Spatti; Flauzino, 2016).

L Perfil no site da Universidade de Stanford: https://profiles.stanford.edu/bernard-widrow.

Acessado em 25 de fevereiro de 2025.
Engenheiro Elétrico nascido em 1937, é reconhecido como um dos criadores do microprocessador.
Adaptative Linear Combiner, no original, em inglés.


https://profiles.stanford.edu/bernard-widrow
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As principais diferengas do Adaline em relagao ao Perceptron sao seu algoritmo de
aprendizagem, obtido a partir de uma fun¢ao chamada de Erro Quadratico e denominado
de Regra Delta ou de Gradiente Descendente* e o critério de parada para o treinamento da
RNA que utiliza comparagoes entre épocas das saidas da funcao Erro Quadratico Médio
(Silva; Spatti; Flauzino, 2016).

Outra diferenca é que o Adaline sempre apresentara valores finais para pesos
sinapticos apos a conclusao do treinamento, mesmo que os dados de treinamento nao sejam
linearmente separaveis em sua totalidade. Para isto, basta que o niimero de variaveis das
entradas sejam iguais ao nimero de pesos sinapticos e que mais da metade destes dados

sejam linearmente separaveis (Widrow; Lehr, 1990).

3.1 A regra de aprendizado do Adaline

A regra de aprendizado do Adaline faz uso da funcdo Erro Quadratico (F) para a

obtencao do termo utilizado na atualizacao dos pesos sinapticos.

Para um conjunto de m amostras de treinamento, cada uma delas com n variaveis,

o Erro Quadratico é definido pela Equagao (3.1):

(d®) — ¢ (*))2

[d(’“) - (Zn:Pi-xE’“) —9)] . (3.1)

Na Equagao (3.1): P é a matriz dos pesos sinapticos e P; indica os seus elementos;

N | —
NgE

E(P) =

=
Il
—

I
DO | —
NgE

k

d é a matriz de saidas desejadas e d*) é o valor esperado para uma amostra k qualquer;

uk) = PR xgk) — 6 é o potencial de ativacao produzido pela rede pela amostra k; xgk) é

i=1
a 1-ésima variavel da amostra k£ e 6 o limiar.

Além disto, a Equacao (3.1) é uma equacao matricial tal que as dimensoes de
seus elementos devem preservar as operacoes, deste modo e considerando m amostras de
treinamento com n entradas cada, a dimensao da matriz d é 1 x m, da matriz dos pesos
sinapticos P é 1 x n e da matriz de entradas x é n x m. Caso o usuério tenha interesse

em acrescentar o limiar ao treinamento do neurénio, as variaveis n aumentam em uma

unidade, sendo esta “-1”, e mais um peso sinaptico é acrescentado a matriz P.

A parcela do potencial de ativacdo u® produzido pela rede, representada pelo

somatorio em funcao de n envolvendo P; - x;, pode ser reescrito como um produto escalar,

4 Originalmente, em inglés, denominada Least Mean Square (LMS).
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ou seja,

Zpi.xz(’“) =P 2®,

=1

fazendo com que a Equagao (3.1) possa ser reescrita sem um dos somatérios como:

E(P) = % i (@™ — uk))?
k=1
_ %i [d® — (P 2® — )], (3.2)

=
I
—

A Equacao (3.2) é uma fungao de varias variaveis, Pj, P, ..., P,, ou seja, é fungao

da matriz de pesos sinapticos P.

Com o uso de ferramentas de céalculo diferencial pode-se estabelecer, a partir da
Equagao (3.2), qual é o fator de corre¢do dos pesos sinapticos da rede que sera utilizado no
algoritmo de aprendizagem. Este processo garante que os pesos sinapticos obtidos no final
do treinamento estarao aptos a produzir o menor erro possivel para a classificacao que o
Adaline pode realizar, atribuindo a ele uma fungao de generalizador de caracteristicas dos
dados envolvidos (Widrow; Lehr, 1990).

O processo de minimizagao de uma fungao é realizado com o auxilio de sua derivada
em relacao a variavel em questao. Dessa forma, o algoritmo para atualizacao da matriz
de pesos sinapticos deve conter a derivada da funcao Erro Quadratico com relagao ao
respectivo peso sinaptico. Como a funcao F é de varias varidveis, a derivada, ou melhor, o

vetor de derivadas em questao é o chamado gradiente de E, escrito como VE.

Com isto, a atualizagao dos pesos sinapticos ¢ dada pela Equagao (3.3):

P(novo) _ P(antigO) +1n- VE’ (33)

em que 7 é a taxa de aprendizagem do algoritmo.

O fator de correcao VE contido no algoritmo de aprendizado apresentado na
(3.3) pode ser apresentado explicitamente ao aplicar-se o gradiente do Erro Quadratico
na Equagao (3.2). Para realizar este desenvolvimento pode-se prosseguir de acordo com
Silva, Spatti e Flauzino (2016) em que, sem prejuizo ao caso geral, adota-se uma amostra

qualquer £ do conjunto de amostras da matriz de entradas z, e também 27 como a matriz
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transposta da matriz de entradas, para entao obter a Equagao (3.4).

oF
VE =35

B

_ i (d® — u®) . (—a®)T (3.4)

E importante ressaltar que P é uma matriz que possui os pesos sinapticos do
neurdénio como seus elementos, ou seja, as derivadas parciais sao em relagao a cada um
destes pesos sinapticos. Outra observagao importante é reparar no uso da regra da cadeira
para derivadas, possibilitando o desenvolvimento da primeira para a segunda linha da
Equagao (3.4).

O gradiente de uma funcao é um vetor que aponta na direcao de maior variacao
da fungao. Como o foco deste processo é encontrar o minimo da funcao, deve-se inver-
ter o sentido apresentado pela Equagao (3.4). Levando-se este fato em consideragao e

substituindo-o em (3.3) tem-se:

P(novo) antzgo Z d(k (,I(k))T (35)

A Equagao (3.4) diz que o treinamento, ou a atualizagdo, na matriz de pesos
sinapticos P, ird ocorrer até que a somatoria das diferencas entre as saidas esperadas e o
potencial de ativacao produzidos pelas k amostras seja zero, ou um valor limite aceitavel

pelo usuério.

O Adaline também é treinado em épocas que se iniciam no primeiro ajuste realizado
em sua matriz de pesos sinapticos, assim como o Perceptron. Em tese, como a fung¢ao
E(P) produz saidas com valores reais, a regra de treinamento pode continuar sua busca
pelos pesos sinapticos indefinidamente, sempre indo em direcao a pesos mais eficientes em

relagao a época anterior.

Devido a isto, pode-se estabelecer um limite de épocas para a rede, implicando na
interrupgao do processo de treinamento sem dimensao do quao distante os pesos sinapticos

estao dos valores otimizados.

Porém, um critério que utiliza de modo eficaz a maneira como se convergem os

pesos sinapticos com o treinamento do Adaline é o de, com o uso dos erros que as saidas
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apresentam a cada época e estabelecer uma margem de erro aceitavel entre as saidas de

diferentes épocas.

3.2 O treinamento do Adaline

O Adaline inicia o treinamento dos pesos sinapticos no momento em que a rede
é inicializada. Isto significa que, independentemente dos valores atribuidos aos pesos
sinapticos no inicio do treinamento, o algoritmo de aprendizado seré executado. Isto
acontece pois o Adaline utiliza um critério especifico de parada para o seu treinamento
com o uso da fungao Erro Quadratico Médio (EQM).

Considerando que na matriz x, hd um total de m amostras de treinamento, a fungao

EQM apresentada é definida como na Equagao (3.6):
1 & 2
EQM(P) = — ) (d® — o), 3.6
(P =1 2 ) (3.6)

O processo de treinamento envolvendo o uso do Gradiente Descendente com o
proposito de minimizar saida da funcao Erro Quadratico £ também minimizara, indireta-
mente, a funcao Erro Quadratico Médio FQM. Isto é garantido pois ambas as fungoes
EQM e FE, sao convexas, ou seja, existe um minimo global para este tipo de funcao. A

Figura 24 ilustra o exemplo com uso uma fungao real com duas variéveis reais.

O modo que a funcao FQM é utilizada consiste em comparar suas saidas em
épocas sucessivas e, consequentemente, distintas. Se esta comparagao apresentar um valor
absoluto menor do que o estipulado, entao a rede para de atualizar e otimizar os pesos
sindpticos, encerrando seu treinamento. Definindo como € o valor de referéncia para o erro,

o critério de parada pode ser expresso como:

[EQM(@terion) _ pptata| < ¢ (3.7)

Em outras palavras, a partir do momento em que a diferenca entre os erros
quadraticos médios apresentados para o Adaline em épocas sucessivas estiver dentro dos

parametros considerados aceitaveis, a rede para de atualizar os pesos sinapticos.

Segundo Silva, Spatti e Flauzino (2016), dada a convexidade da fun¢ao FQM, a
curva que ilustra sua variagao, em funcao do nimero de épocas de treinamento, é sempre

decrescente como pode ser observado na Figura 25.

Bernard Widrow, um dos criadores do Adaline, afirma que quando um tnico Adaline
é treinado com o Gradiente Descendente, ele convergirda para uma solugao global tnica,
Widrow e Lehr (1990, p.1420).

Em resumo, o treinamento consiste em reduzir o erro a cada época que se passa e

verificar se a diferenca entre os erros produzidos pela rede se encontra dentro dos parametros
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Figura 24 — Superficie de uma fungao Erro Quadrado Médio usual de um
combinador linear. Adaptado de Widrow e Lehr (1990, p.1428).

EQM(P)
EQM(P(im'cml) )_ -

EQM(P(fmal))_ -

N

0 lEpocas

Figura 25 — Convergéncia da fungao Erro Quadratico Médio. Adaptado de Silva,
Spatti e Flauzino (2016, p.83).
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estabelecidos no inicio do treinamento, ou seja, se entre duas épocas consecutivas a
otimizacao dos pesos for tao pequena quanto o valor estipulado ¢, a rede considera que
nao ha mais ajustes a serem feitos e encerra o treinamento. O fluxograma do processo de

treinamento desta rede é apresentado na Figura 26.

v ¥

Define: Fornece:
Pesos sinapticos; Entradas;
Limiar; Pesos
Taxa de aprendizagem; sinapticos
Erro tolerado. Iniciais.
\ 4
Realiza:

Combinacao linear dos

| pesos sinapticos, com

limiar, com as variaveis
das entradas.

Realiza:
Ajustes dos pesos
sinapticos, e limiar, com
a Regra Delta.

Verifica:
Diferenga entre
EQM de épocas
sucessivas é
menor que o erro
tolerado.

A

Figura 26 — Fluxograma apresentando as etapas do processo de treinamento do
Adaline. Elaborado pelo autor.

3.3 As Flores Iris: caso ndo linearmente separavel

Para o Perceptron, podemos dizer que em seu treinamento o foco repousa na
magnitude do erro que a rede apresenta, por isso pode haver uma conclusao para o
treinamento de forma que novos dados sejam categorizados incorretamente (Widrow; Lehr,
1990).

Em relacao ao Perceptron, o Adaline inclui uma restricao extra referente ao calculo

e utilizacao do Erro Quadratico na atualizagao dos pesos sindpticos. Esta caracteristica
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permite que o Adaline seja capaz de construir um separador linear para dados que nao

sejam necessariamente linearmente separaveis.

Um exemplo disto pode ser visto ao considerar as flores Iris Versicolor e Iris Setosa
como uma unica categoria e treinar o Adaline para separar os dados desta categoria e da

Iris Virginica. A Figura 27 apresenta o diagrama de dispersao deste caso.
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Figura 27 — Os dados dos comprimentos das pétalas das trés flores Iris. Elaborado
pelo autor.

Conforme pode ser observado pela Figura 27, esta distribui¢ao nao é linearmente
separavel, ou seja, nao existe uma reta que separe os dois conjuntos de dados de modo que

cada conjunto fique contido em apenas uma das regioes.

Uma RNA do tipo Perceptron, se treinada utilizando estes dados, nao convergiré.
Uma alternativa para que a Rede nao permaneca treinando os pesos sinapticos durante
um periodo de tempo indefinido seria estabelecer um nimero maximo de épocas para o

treinamento.

Mesmo com esta nova condi¢ao de parada, nao é possivel garantir que o Perceptron
apresente valores minimamente satisfatorios, ou seja, pesos sinapticos que estejam pelo
menos apresentando uma pequena margem de erro. Um exemplo deste caso pode ser visto

na Figura 28.

De acordo com Widrow e Lehr (1990), o método de aprendizado do Adaline e sua
capacidade de generalizagao sao seus maiores atributos, pois ele aprende sobre os padroes
das caracteristicas dos dados logo a principio e entao busca a melhor solugao para os pesos

sinapticos.
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Figura 28 — Possibilidade de reta apresentada pelo Perceptron em dados nao
separaveis linearmente. Elaborada pelo autor.

Um exemplo desta vantagem do treinamento do Adaline frente ao do Perceptron
pode ser visto na Figura 29, em que o treinamento do Adaline, focado na diminuicao
gradativa e direcionada do erro da rede, pode apresentar valores para os pesos sinapticos
que representem uma reta com erro minimo de separacao dos dados nao linearmente

separaveis.
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Figura 29 — Possibilidade de reta apresentada pelo Adaline em dados nao separaveis
linearmente. Elaborado pelo autor.
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3.4 Implementando o Adaline em Python

O Algoritmo 7 apresenta a funcao Adaline, implementada em linguagem Python.
Esta funcao recebe a matriz de amostras x, a matriz de saidas desejadas d, os pesos

sinapticos iniciais aleatorios P, a taxa de aprendizagem 7 e o erro maximo tolerado ¢.

import numpy as np
#Criagdo da funcdo:
def Adaline(P,x,d,eta,epsilon):
#0btém o mumero de amostras em T:
m=len(x[0])
#Combinacdo linear de pesos e entradas:
u = np.dot(P,x)
#Calcula o primeiro EQM:
EQM_atual = np.sum(np.square(d-u))/m
#4tributl numero enorme A& diferencga entre E@Ms:
#(Fazer isto permite que o treinamento inicie)
diferenca_EQM = np.inf
#Zera o mumero de épocas:
epocas = O
#Enquanto a diferenca entre EQMs for maior que epsilon:
while (diferenca_EQM > epsilon):
#Abre espago para o movo E@M e guarda o anterior
EQM_anterior = EQM_atual
#Atualiza os pesos sindpticos:
P += eta*np.dot((d-u),x.T)
#Realiza a mova combinagdo limear:
u = np.dot(P,x)
#aumenta o numero de épocas em 1:
epocas = epocas + 1
#Calcula o EQM da época atual:
EQM_atual = np.sum(np.square(d-u))/m
#Compara a diferenga absoluta entre as E@Ms:
diferenca_EQM = abs(EQM_anterior - EQM_atual);
print (f'Na epoca {epocas}, a matriz dos Pesos é {P}')
print('A matriz dos pesos completamente treinada é:\n',P)
print ('Nimero de épocas:',epocas)

Algoritmo 7 — Fungao Adaline implementada em Python. Elaborada pelo autor.

Apo6s realizar a definicao da funcdo Adaline, a rede estara pronta para receber os

dados do treinamento e a definicao de seus parametros.

Como exemplo, sua aplicacao sera ilustrada através do estudo da fungao booleana
“OU”. Esta funcao booleana é linearmente separavel, como pode ser visto na se¢ao 1.2 e

por meio da Figura 7, na qual uma reta é apresentada como candidata a separadora linear.
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Sua tabela verdade pode ser adaptada para uma matriz x que contenha em sua
tltima coluna valores “-1” com o propoésito de possibilitar a obtengao do limiar 6 em

conjunto com o treinamento da matriz de pesos sinépticos P.

0 0 1 1
=0 1 0 1 (3.8)
~1 -1 -1 -1

A disposicao dos pardmetros de entrada da funcao Adaline é ilustrado no Algoritmo
8 de tal modo que as matrizes de amostras, z, das saidas desejadas, d e de pesos sindpticos

P preservem as operagoes matriciais definida pela funcao Adaline.

Com o proposito de mostrar o modo que o algoritmo de treinamento do Adaline
faz a busca pelos pesos sinapticos de forma direcionada, nao importando quais sejam os
pesos sinapticos iniciais, para o melhor conjunto de valores para pesos sinapticos possiveis,
de acordo com a toleréncia, sera estabelecido um conjunto especifico de pesos sinépticos
iniciais.

Esta estratégia foi adotada, pois, executando este mesmo codigo com estes mesmos
pesos sinapticos, o treinamento apresentara as mesmas épocas de treinamento e o mesmo

valor final para os pesos sinapticos.

#Matriz de entradas com as amostras

x = np.array([[0, O, 1, 1],[0, 1, O, 11,[-1, -1, -1, -111)
#Matriz de satidas desejadas

d = np.array([[0, 1, 1, 111)

# Matriz de pesos iniciais

P = [[0.6, 0.5325319, 0.12664936]]

print(f'A matriz dos pesos é:\n{P}')

print(f'A matriz das entradas é:\n{x}')

print(f'A matriz de saidas desejadas é:\n{d}')

Algoritmo 8 — Fornecimento das entradas, saidas desejadas e pesos iniciais.
Elaborada pelo autor

A matriz de pesos P fornecida no Algoritmo 8 contém um elemento referente ao
limiar, que no caso esté na ultima coluna, o ntimero 0.12664936. Utilizando uma taxa de
aprendizagem 7 = 0,01 e a tolerancia ¢ = 0,0001 na fungao Adaline, configuram-se os
parametros necessarios para o treinamento da rede com a fungao criada no Algoritmo 7.

O Algoritmo 9, apresenta a sintaxe para este treinamento.
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Adaline(P,x,d,0.01,0.0001)

Algoritmo 9 — Funcao Adaline com parametros definidos. Elaborado pelo autor.

Ao executar a linha de cédigo fornecida no Algoritmo 9, apds um total de aproxi-
madamente 60 épocas, a rede como esta configurada apresentara em sua saida a matriz
treinada P, como P = [[0.63299413,0.59607851, —0.10840855]].

Dispondo os dados relativos as entradas para func¢ao booleana “OU” com suas
respectivas saidas, juntamente o separador linear construido com os pesos sinapticos

obtidos com este treinamento, tem-se a Figura 30.

1.2
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Figura 30 — Fun¢ao booleana “OU” com reta obtida com treinamento. Elaborada
pelo autor.

Mantendo os mesmos pesos sinapticos e taxa de aprendizado do exemplo an-
terior e, alterando apenas o erro toleravel para ¢ = 0,000000001, executa-se o Al-
goritmo 10 que, apds 968 épocas de treinamento, tem como saida a matriz de pesos,
P =0.5003851,0.50038109, —0.2495456] e representagao grafica dada pela Figura 31.
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P = [[0.6, 0.5325319, 0.12664936]]
Adaline(P,x,d,0.01,0.000000001)

Algoritmo 10 — Fun¢ao Adaline com parametros definidos novamente. Elaborado

pelo autor.
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Figura 31 — Fungao booleana “OU” com coeficientes otimizados. Elaborado pelo
autor.

A reta da Figura 31 estd melhor posicionada devido ao menor erro € admitido
em relacao a reta apresentada pela Figura 30, que possui um valor para ¢ relativamente
maior. Isto implica no fato dos pesos sinapticos obtidos no treinamento realizado com o
Algoritmo 10 estarem mais aptos a generalizar este Adaline para novos dados do que os

pesos obtidos com o treinamento com o Algoritmo 9.

Indo além deste exemplo, o Adaline, segundo Widrow e Lehr (1990)
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“Com duas variaveis, um unico Adaline pode implementar 14 das
16 fungoes logicas existentes. Com mais variaveis, porém, apenas
uma fracao de todas as fungoes pode ser implementada, ou seja, que
sao linearmente separaveis. Combinagoes de neurdnios artificiais ou®
de redes neurais artificiais podem ser utilizadas para implementar
fungoes que nao sao linearmente separaveis” (Widrow; Lehr, 1990,

p.1418, tradugdo nossa).

A composicao de neurénios diz respeito a conexao direta entre as saidas de uns na
entrada de outros. A composi¢ao de dois ou mais neurdnios do tipo Adaline é chamada de
Madaline® e tém uma configuracao especifica, utilizando em sua estrutura algumas funcoes
booleanas, e trés tipos de treinamento desenvolvidos para ela (Widrow; Lehr, 1990). No
capitulo 4 é apresentada as composi¢oes de Perceptrons com fungoes de ativagao com

saidas continuas. Estas composicoes sao chamadas de Perceptron Multicamadas.

5

6

“With two inputs, a single Adaline can realize 14 of the 16 possible logic functions. With many inputs,
however, only a small fraction of all possible logic functions is realizable, that is, linearly separable.

Combinations of elements or networks of elements can be used to realize functions that are not linearly
separable.”

Acrénimo para Multiple Adaptive Linear Element.
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4 Perceptron Multicamadas

A composigao de Perceptrons, que forma uma RNA chamada de Perceptron Mul-
ticamadas (PMC), contorna limitagoes que o Perceptron unitario possui em relagao as
condigbes que precisam ser satisfeitas para que ele possa ser utilizado eficientemente e as
possibilidades de separacao de dados que pode realizar (Bottou, 2017; Minsky; Papert,
1988).

Quando é estabelecida uma conexao direta entre a saida de um neurdnio com a
entrada de outro, criam-se camadas. Ao se utilizar redes neurais de varias camadas sao
introduzidos novos algoritmos de treinamento, cada um com seus respectivos potenciais e

limitacoes.

Na Figura 32 é apresentado um exemplo de rede PMC. As linhas indicam as dire¢oes
que os dados seguem, podendo alternar se os sentidos, da esquerda para a direita, ou o
contrério, de acordo com a etapa do treinamento em questao. Os circulos sao os neuronios
e ja na primeira camada, em vermelho, cada um dos trés neuronios estao recebendo todas

as variaveis xi, rs e x3 da amostra em questao.

X1,

Figura 32 — Rede Perceptron Multicamadas com trés variaveis, trés camadas e duas
saidas. Elaborada pelo autor.

Continuando com o exemplo da Figura 32, os neurénios em vermelho formam a
primeira camada da RNA ou camada de entrada. As saidas dos neurénios desta camada
estao diretamente ligadas com as entradas de cada um dos neurdnios em verde. Isto significa
que sao as saidas dos neuronios da primeira camada que serao combinadas linearmente
com os pesos sinapticos de cada um dos dois neuronios em verde, neuronios da segunda
camada. Consequentemente, para a terceira camada, neuroénios em azul, as saidas da

segunda camada servirao de entradas.

A primeira camada do exemplo apresentado na Figura 32 é a camada de entrada e,
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junto com a segunda camada, sao conhecidas como camadas ocultas. Estas sao designadas
assim pois o operador /treinador da RNA néo tera acesso a saida delas. A terceira camada
é chamada de camada de saida e sao os neurdnios destas camadas que apresentarao as

saidas para os dados fornecidos & RNA.

E importante evidenciar que, ndo sé no exemplo da Figura 32, mas em todas as
RNA do tipo PMC, as saidas dos neurdnios serao suas saidas das fungoes de ativacao.
Outro fato importante é que a funcao de ativacao escolhida é a adotada por todos os

neurdnios da rede.

Deste modo, todos os neurénios da segunda camada em diante recebem os dados
da camada anterior, as ponderam com seus respectivos pesos sinapticos, comparam com o0s
respectivos limiares e entao fornecem esta combinacao linear para as funcoes de ativacao,
enquanto os neurdnios da primeira camada realizam estes mesmos processos mas com as

varidveis dos dados das entradas.

Os pesos sinapticos de cada neurénio sao independentes dos outros neurdnios. Isto
significa que eles devem ser treinados e devidamente responsabilizados quando a rede
apresentar um erro. O algoritmo de treinamento que sera estudado neste trabalho é o

backpropagation.

Este algoritmo foi escolhido para ser estudado neste capitulo devido aos avangos
que pode proporcionar em relacao a outros algoritmos que existiam na época em que foi
apresentado, inspirando o desenvolvimento de adaptacoes e melhorias para casos especificos
(Widrow; Lehr, 1990).

Antes de apresentar o treinamento de uma rede neural em maiores detalhes, seréd
implementada uma fun¢ao booleana que nao poderia ser implementada com o Perceptron

de camada tnica ou com o Adaline, a fungdo booleana ou-exclusivo (“XOU”).

4.1 Implementando a fun¢do booleana ou-exclusivo “XOU"

Como visto na Figura 9, a funcao booleana “XOU” nao é linearmente separavel e
portanto, nao existe um modo de somente um neurénio ser capaz de implementé-la. Para

que seja possivel a implementacao desta funcao, seré criada uma rede neural com camadas.

Antes de definir a quantidade de neurénios e de camadas, deve-se preparar a
implementagao para que possa ser feita segundo os moldes do que foi realizado no capitulo

1 para as func¢oes booleanas “OU” e “E”.

Primeiramente constroi-se a tabela verdade da fungao “XOU™:
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Ty | o | X1 D o
0] 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Tabela 5 — Tabela verdade da fungao booleana “XOU”.

onde o sinal de @ indica a atuagao da fungao booleana “XOU” nas variaveis z; e s.

A arquitetura da RNA do tipo PMC que serda adotada foi baseada na que foi
apresentada por Kovacs (2023) que utiliza a decomposigao da fungao “XOU” com o uso de
trés funcgoes booleanas. A funcao “XOU” pode ser expressa como combinacao linear das
funcdes “E”, a funcao “NEGACAO”(—) e a funcao “OU”.

A funcéo booleana “NEGACAO” inverte os valores binarios que recebe, ou seja, se
a entrada for “1” ela apresenta “0” como saida e vice-versa. A tabela verdade da fungao

“NEGACAOQ” para as variaveis de entrada z; e x5 pode ser vista na Tabela 6.

X1 | T2 | 71 | 2

— = oo
| OO
O O = =
Ol = O =

Tabela 6 — Tabela verdade da funcio “NEGACAQ”. Elaborada pelo autor.

Recordando a notacao adotada para as funcgoes “E” e “OU”, pode-se fazer, ao

considerar como f a funcao booleana “XOU”,

f(x1,22) = 21 @ o
= (x1 A —x2) v (—x1 A T9),
e, fazendo f1 = Il.(_'xg) [§ fQ = <_‘ZE1).ZE‘2, tem-se f = f1 \ f2.

E possivel ver a equivaléncia do uso das fungoes para representar a funcao “XOU”,

com a safda desta fungao, na Tabela 7.

Ty | Ty | Dy | DX | Ty A Xy | Dy A X | (21 A o) V(5 A o) | X1 D 2o
010 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0

Tabela 7 — Tabela-verdade da fungao “XOU” (A@® B) através de sua decomposigao
usando “NEGACAQ”, “E” e “OU”. Elaborada pelo autor.
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Com isto, para esta RNA serao representados trés neuronios: N1, Ny e N3, associados

as funcoes f1, fo e f, respectivamente, conforme ilustrado na Figura 33.

Figura 33 — Arquitetura envolvida na implementacao da funcao booleana “XOU”
com trés neuronios de McCulloch-Pitts. Elaborado pelo autor.

De acordo com a decomposicao apresentada, na Figura 33, a arquitetura desta
RNA tera dois neurénios na primeira camada, responséveis por receberem as entradas x;
e 9 e um neurdnio na camada de saida que receberé as saidas dos neuronios da primeira

camada e fornecera a saida y da rede.

Na tabela verdade apresentada na Tabela 5, percebe-se que existem somente dois
casos em que as safdas “1” sao resultados da funcao “XOU”. Com isso, pode-se atribuir
cada um dos dois casos, respectivamente aos neuronios N; e N, e, em seguida, utiliza-se o

neurénio N3 para unir essas duas saidas em uma so.

O neurénio Nj, responsavel por resolver fi(z1,x9) = z1.(—xg), encontra, por
exemplo, uma solucao tomando Pl(ll) =5¢ P1(21) =3 conforme ilustrado na Tabela 8.
(.Z'l, x2> Pl(ll)l'l + Pl(Ql)l’g -0 = (51
(0,0) 30-10= 0-96
) ) 1

Tabela 8 — Combinacao linear das variaveis com os pesos do primeiro neurdnio da
camada entrada. Elaborada pelo autor.

Com isso, o funcionamento do neurénio N; pode ser descrito pela funcao de ativacgao
degrau definida pela Equacao (4.1).
1, seu; =0

fi(zr, @2) = (4.1)

0, seu; < 0.

Os coeficientes fornecidos para o neurénio Vi, juntamente com um limiar 6 = %

que foi estipulado de acordo com a fun¢ao degrau apresentada na Equagao (1.5), podem
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ser utilizados como coeficientes de uma reta que separa linearmente os dados, como pode

ser visto na Figura 34.

1.2

1.0 L

0.8 1

0.6 1 — flxux2) = —ix +ix -1
=< O Saida 0
® Saidal
0.4
0.2 1
0.0 A o o
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

X1

Figura 34 — Reta obtida com os pesos e limiar selecionados para f;. Elaborado pelo
autor.

1
De modo anélogo, para Ny com fo(x1,22) = (—x1).29, pode-se fazer P2(11) =5

1
P2(21) =3 de modo a obter a Tabela 9:

(21, 22) P2(11).x1 + P2(21).x29 = Uy
T T

(0,0) —?.O—i- ?.O = (1)—9

_51.1_’_51»0: _5_

N N N
— = O
—_ O =
S— e N

Tabela 9 — Combinagao linear das varidveis com os pesos do segundo neurénio da
camada de entrada. Elaborada pelo autor.

Utilizando a mesma fungao de ativagao, definida em, (4.1), tem-se, para o neur6nio
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1, seuy =0
fo(z1,22) = - (4.2)
0, seus <0

De modo anélogo ao que foi feito para a funcao f;, pode-se elaborar um grafico ao

utilizar os pesos sinapticos e limiar atribuido como 6 = % como coeficientes de uma reta,

como pode ser visto na Figura 35.

1.2
1.0 A O o
0.8 4
064 — Rlaux)=3x1-3% -3
> O Saida 0
® Saidal
0.4
0.2 4
0.0 o
-0.2 0.0 0.2 1.2

Figura 35 — Reta obtida com os pesos e limiar selecionados para f,. Elaborado pelo
autor.

Como os neurdnios N; e N, pertencem a primeira camada de neurénios e N3 a
camada de saida, o neurénio N3 nao trabalhard diretamente com as entradas x; e x5, mas

sim receberé as respectivas saidas dos neurénios N; e Ns.

Estabelecidas as saidas dos neurdnios da primeira camada, faz-se os ajustes neces-
sarios aos pesos da segunda camada de forma que a saida dela seja correspondente a da

funcao que se deseja implementar.

Com base nas entradas x; e x9 e nas saidas u; e uy, dos neurénios da camada

de entrada, é possivel observar que o par ordenado (N7, N2) = (1,1) nao fara parte do
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Figura 36 — Proposta de RNA para funcao “XOU” com pesos sindpticos atribuidos.
Elaborado pelo autor.

dominio de f, pois independentemente de qualquer entrada atribuida a rede, a camada
de entrada nao apresentara simultaneamente o resultado mencionado. Tal fato pode ser
observado na Tabela 10, adaptada da Tabela 7.

T1 | T2 N1 N2
0101010
O(1 | 11]0
110] 0 1
17100

Tabela 10 — Tabela-verdade da fungao “XOU” (A@® B) e sua decomposigao usando
“NEGACAQO”, “E” e “OU”. Elaborada pelo autor.

Dessa forma, pode-se adotar Pl(lz) = P1(22) = 1, como os pesos sinapticos de N3, e

construir a tabela de saida da rede como:

(N, No) | PNy + P2 Ny = ug
(0,0) 1.0+1.0=0
(0,1) 1.0+1.1=1
(1,0) 11+10=1
(0,0) 1.04+1.0=0

Tabela 11 — Dados da primeira camada fornecidos a camada de saida.

A saida de N3 aplica-se a funcdo de ativacdo como definida da Equacdo (1.5), com
0 = 0, de modo a obter:

1, seuz =0
f(NbNQ) = (43)
0, seuz < 0.

O diagrama na Figura 33, com os pesos atualizados, pode ser visto na Figura 36.
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Com a atribuicao dos pesos finalizada é possivel escrever a saida da RNA em funcao

dos dados das entradas, como pode ser visto na Equagao (4.4).

1, se xy # 29
f(z1,20) = (4.4)
0, se x1 = xo.

Uma representacao acerca do resultado obtido por esta RNA é ilustrada na Figura
37, em que a Figura 37a apresenta isoladamente a representagao geométrica da funcao f;

e a Figura 37b a representacao geométrica da funcao fs.

e,
1(0-1) (1,1

(1.1

(0,0) 1,0 0,0

(a) Fungao fi. (b) Fungao fo.

(c) Funcao f.

Figura 37 — Composicao de fungoes para a fungao booleana “XOU”.
Elaborado pelo autor.

Na Figura 37c tem-se a representagao geométrica da solugao apresentada pela a
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RNA ao problema do ou-exclusivo, onde a regiao em vermelho apresenta um dos resultados

possiveis e a regiao em azul a outra possivel solugao.

Assim como foi feito no capitulo, 1, a atribuicao dos pesos sinapticos foi realizada
manualmente e de modo conveniente. Para uma RNA com maior complexidade, mais
neuronios, mais camadas e com maior volume de dados de amostras, a atribuicao manual
de pesos sinapticos e de seus ajustes se torna inviavel e, portanto, efetuar o treinamento

por um algoritmo se torna necessario.

No livro Perceptrons: An Introduction to Computational Geometry (1988), os
autores, apesar de incentivarem o estudo do Perceptron, estendem para as RNA do tipo

PMC as limitacoes que trazem em seu texto, apesar de nao dissertarem muito a respeito.

Este livro, segundo Bottou (2017) e Silva, Spatti e Flauzino (2016), foi um fator
importante para a queda de investimentos no desenvolvimento de pesquisas e tecnologias
envolvendo Redes Neurais Artificiais, que ocorreu logo apos seu langamento. Porém, ainda
de acordo com Bottou (2017), os incentivos foram direcionados ao estudo de processadores

de sinais adaptativos, categoria a qual o Adaline se enquadra.

Segundo Widrow e Lehr (1990), uma RNA em que varios Adaline se conectam é
denominada de Madaline! e, tais redes detém algumas funcoes booleanas fixas conectando
alguns neuronios, além disso, diferentes algoritmos de treinamentos foram desenvolvidos
para o Madaline, porém, o algoritmo Madaline Rule III se mostrou matematicamente
equivalente ao treinamento efetuado em uma rede PMC com o uso do algoritmo backpro-

pagation.

4.2 O treinamento do Perceptron Multicamadas

O treinamento do PMC também é do tipo supervisionado. Os erros calculados
entre as saidas geradas pela rede e as saidas desejadas constituem o papel principal do
ajuste dos pesos sinapticos e, assim como no Adaline, a tentativa de minimizar este erro

estabelece o caminho a ser percorrido no treinamento de uma rede PMC.

Este treinamento pode ser efetuado em lotes, mini-lotes ou em linha. Estas trés

estratégias se referem ao modo como as amostras de treinamento sao utilizadas.

Segundo Géron (2019), o treinamento em lotes é muito lento se comparado aos
outros dois. Isto se deve ao grande volume de dados que a rede deve armazenar para
executar as etapas do treinamento. Por outro lado, Haykin (2001) afirma que este é o
método que tem maior estabilidade na convergéncia da rede para valores 6timos de pesos

sinépticos.

O treinamento efetuado em linha atualiza os pesos sindpticos apds o processamento

L Acrénimo para Many Adaline, em portugués, Muitos Adaline.
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de cada amostra que é fornecida a rede. Este método é mais econémico em relagao a custos
computacionais como processamento e armazenamento, porém é instavel. A cada amostra

inserida, a convergéncia dos pesos sinapticos pode se afastar do minimo global (Haykin,
2001).

Uma alternativa aos dois seria o uso de mini-lotes de dados de amostras. Esta é
uma estratégia que fica no meio termo entre a estratégia de lotes e a em linha em todos
0s quesitos, pois utiliza pequenos lotes das amostras, sendo estes partes menores do que o

lote completo.

Diferentemente do que foi feito nos capitulos anteriores, para o PMC sera utilizado
o treinamento em linha. Esta estratégia de treinamento é adotada para que as passagens
realizadas aqui estejam mais proximas das utilizadas por Silva, Spatti e Flauzino (2016),
Haykin (2001), e Géron (2019), por exemplo. Isto é feito com a expectativa de que, utilizar
uma amostra por vez, possibilite um melhor entendimento do que esté sendo feito, ja que

a notacao utilizada pode fornecer maiores detalhes no processo de treinamento.

4.3 O algoritmo backpropagation

O backpropagation, também chamado de retropropagacao, recebe seu nome pois,
apoOs avaliar os erros apresentados pelas saidas da rede em relacao as saidas desejadas,

retorna este erro juntamente com um fator de corre¢ao a todos os neurénios.

Este algoritmo foi apresentado no fim da década de 1980 e utiliza a ideia de controle
e reducao dos erros entre as saidas produzidas pela RNA e as respectivas saidas desejadas,

similarmente ao que é feito no Adaline.

Todos os neurénios de um PMC estao conectados seja diretamente ou indiretamente,
por meio de outros neurénios. Isto significa que um neurénio com pesos mal ajustados
pode acarretar no mau funcionamento de toda RNA, afetando as saidas produzidas pela
rede. Segundo Haykin (2001), o algoritmo backpropagation consegue atribuir niveis de
responsabilidades aos neurénios que mais, ou menos, desviam a rede da saida desejada e

ajusta seus pesos de acordo.

O algoritmo de treinamento backpropagation contém duas fases. A primeira consiste
na passagem dos dados das amostras até a apresentacao da saida da RNA, e a segunda
fase, em que um erro é calculado e retornado até os neurdnios da primeira camada. Estas
fases se repetem, alternadamente, até que a rede determine que os pesos estao ajustados

segundo um critério adotado para o encerramento do treinamento.

Segundo Widrow e Lehr (1990), a mudanga da fungao degrau, empregada principal-
mente nos exemplos envolvendo o neuronio de McCulloch-Pitts realizados neste trabalho e

apresentadas, por exemplo, nas Equagoes (1.5) e (4.4), para as fungdes do tipo sigmoides,
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permitiu que o algoritmo backpropagation pudesse ser aplicado no treinamento de um
PMC.

Géron (2019, p.270), comenta que as fungdes sigmoides foram utilizadas durante
muito tempo como analogia ao que se parecia com a curva relativa a ativacao de neuronios

biolégicos mas, atualmente, a mais utilizada é a funcao ReLU?, Figura 40.

A Tabela 12 apresenta quatro das func¢oes de ativagao amplamente utilizadas na

literatura.
Funcao Foérmula Conjunto imagem
1
Logisti = 0,1
ogistica o(x) = (0, 1)
>0
ReLU ReLU(z) = {7 %77 [0, +o0)
0, sex <0
Tangente Hiperbolica tanh(z) = % (-1, 1)
er +e’”
1, sexz >0
Degrau x) =1+ ’ 0,1
g f(z) 0, sez<0 {0, 1}

Tabela 12 — Tabelas com algumas funcoes de ativacao. Elaborado pelo autor.

Segundo Widrow e Lehr (1990), as fungoes de ativagao adotadas ditas do tipo
sigmoide sao aquelas que apresentam uma curva em forma de S quando seu dominio varia

de valores proximos a -1 até valores proximos a 1 como pode ser visto na Figura 39.

1.2 —— Funcao Degrau (Heaviside)

1.0 A

0.8 A

0.6

0.4 4

0.2 4

0.0

—0.2 A |

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Figura 38 — Grafico da fungao degrau, também conhecida como fungao degrau ou
funcao de Heaviside. Elaborado pelo autor.

2 Acrénimo para Rectified Linear Unit.
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—— Funcao Logistica (ﬁ)
1.0 A
—— Tangente Hiperbdlica (tanh(x))
0.5 1
X 0.0
Y
—0.5 A1
—1.0 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 39 — Exemplos de graficos de duas fungoes ditas sigmoidais, de acordo com
Widrow e Lehr (1990). Elaborado pelo autor.

1.21 Funcdo RelLU (max(0, x))

1.0 1
0.8 1
0.6 1
0.4 -

0.2 4

0.0

—0.2 1

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Figura 40 — Grafico da fun¢ao ReLU. Elaborado pelo autor.

431 A fase Forward

Devidos aos propésitos didaticos deste texto, a apresentacao do algoritmo de
treinamento do PMC sera desenvolvida com base no modelo simplificado apresentado na

Figura 42. A utilizagao de um exemplo genérico, como o da Figura 41, demandaria um
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maior nivel de abstracao por parte do leitor que poderia ficar preso no entendimento do

elevado ntimero de indices que apareceriam neste exemplo generalizado.

Figura 41 — Perceptron Multicamadas genérico. Elaborado pelo autor.

Caso leitor tenha interesse na versao generalizada desta demonstracao, recomenda-
se a leitura de Redes Neurais: Principios e Pratica (2001), que é muito bem detalhada,
enquanto uma apresentacao mais sucinta pode ser vista em 30 years of adaptive neural

networks: perceptron, Madaline, and backpropagation (1990).

Sera adotado o modo escolhido por Silva, Spatti e Flauzino (2016) ao apresentar
um caso particular de PMC para ilustrar o funcionamento do algoritmo de treinamento,
através da utilizagao de um PMC com trés camadas, contendo trés neuronios na primeira
camada (de entrada), dois na segunda (camada oculta) e dois na terceira camada (de

saida), como visto na Figura 42.

x1

)

Figura 42 — PM(C322 com sentidos da fase forward indicados pelas setas.
Elaborado pelo autor.
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A Figura 42 apresenta nao s6 a rede utilizada mas também o sentido em que os

dados sao propagados pela rede PMC na fase forward.

Antes de prosseguir, deve-se identificar a quais neurdnios os pesos sinapticos se
referem. As camadas serao ordenadas da esquerda para a direita utilizando a ordem
numeérica crescente, assim como serao identificados os neurdnios de cima para baixo,

também em ordem crescente e em ambos comecando pelo 1.

Com esta convencao estabelecida, pode-se identificar a qual camada se refere, e a
qual neuronio pertencem, os pesos sinapticos. A Figura 43 apresenta os pesos sinapticos

em seus respectivos neurdnios e camadas.

Figura 43 — PMC322 com pesos sinapticos identificados. Elaborado pelo autor.

Por meio da Figura 43 , é possivel exemplificar o modo que os pesos estao identi-

ficados. O peso genérico Pi(;)

N . 2) , ., .
camada (¢ — 1), ao neurdnio i da camada (c). Por exemplo, P ¢ um peso sinaptico da

¢ um peso sinaptico que pondera a entrada j, advinda da

camada 2, que pondera o sinal proveniente do 2% neurénio da camada 1 como entrada ao

19 neurdnio da camada 2.

Pode-se adotar quaisquer fun¢oes mencionadas na tabela 12, com excecao da fungao
degrau. Porém, pretende-se seguir com a notacao de funcao f, sem especificar uma funcao,

com o objetivo de apresentar o modo como os dados sao propagados entre as camadas.

Como mencionado anteriormente, serd realizado o treinamento em linha. Isto
significa que serao assumidos x; e x5 como sendo varidveis de uma amostra especifica do
conjunto de amostras x. Estas varidveis formarao o conjunto de entradas. Os neur6nios
da primeira camada as combinam linearmente com seus respectivos pesos sinapticos e

limiares para em seguida aplicar a fungao de ativagao. Pode-se escrever esta etapa como
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na Equacao 4.5.

Yl(l) =f (Pl(ll) "X+ P1(21) " Tg — 951))
v = (B -y + Py~ 00) (4.5

VO = (P + P oY),

Na Equagao (4.5), o Yj(c) representa a saida do neurénio j da camada ¢, por exemplo,
1 ) : . o .
Yg( ) representa a saida do terceiro neurdnio da primeira camada, e, 0](-6) representa o limiar

do neurdnio j da camada c.

A segunda camada recebera as saidas da primeira camada e realizara com elas as
combinagoes lineares com pesos sinapticos e limiares especificos, de modo similar ao que

foi realizado para a primeira camada, como é possivel ver na Equagao (4.6).

v = (P v+ PR v+ P v — o)

v = (PR v+ PR v+ B v - e). (4.6)

Para a terceira camada, a camada de saida, pode-se fazer como na Equagao (4.7).

v = (P 4 P v - 0

v® — g ( PO .y L p® v 9§3>> . (4.7)

Uma imagem com todas as saidas com seus respectivos neurdnios pode ser vista na

Figura 44.

Figura 44 — PM(C322 com todas as saidas identificadas com seus respectivos
neurdnios. Elaborada pelo autor.
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As saidas Y1(3) e Y2(3) sao as que o operador da rede tem acesso. Geralmente, segundo
Silva, Spatti e Flauzino (2016), é adotada a pratica conhecida como one of c-classes, em
que, cada neurdnio da saida é utilizado para indicar uma das categorias possiveis para os
dados. Em outras palavras, esta préatica adota para a camada de saida o mesmo ntmero
de classes a serem mapeadas com as amostras, caso o problema envolva classificacao de
dados.

Segundo esta estratégia, para os neurénios da camada de saida a situagao especifica
da fungao “XOU”, por exemplo, a RNA do tipo PMC teria dois neuronios na camada
de saida em que cada um deles representaria “1” ou “0”, respectivamente. Desta forma,
somente um dos neuronios seria ativado como forma de apresentar a classe a qual os dados

pertencem.

E possivel, ainda, apresentar as saidas dos neurénios da tltima camada em funcio
dos dados de entrada da primeira camada, como pode ser visto na Equagao (4.8). Para
facilitar a compreensao dos termos envolvidos nesta Equacao, os pesos sindpticos estao
coloridos de acordo com a camada a qual pertencem, em vermelhos, verdes e azuis os pesos

referentes a primeira, segunda e terceira camadas, respectivamente.

r F(PY e+ PY ey —0) +
PR-f +r (P a4 PG an = 0) +
- f (133(11) ‘w1 + Py wy — 91(31)) -
v = f +
- f (P( Vo + PY g — 9(1)) +
Py f + 'f<P§1l) vy + Py wy — 0 >+ — 017
< +2 (P 2y + PY o 9<”) s
(P e+ PY ey —0) +
PR-p (P a4 PR 6)) +
+ 'f(PB(II) T+ Py 2—9§>
v = f +
- f <P1(f) sz + PI(QD STy — 95”) +
PQ(S) - f + - f <P2(11) Sxq + P2(21> Ty — Hé”) - 9§3)
L R <Ps(11) w1+ Pl @y — Qél)) -
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Para condensar as informagoes apresentadas pelas combinacoes lineares, seré

chamado de ugc) a combinacao linear referente ao neurénio ¢ na camada c, e fazer a

Equagao (4.8) se tornar a Equagao (4.9).

POr| e ()

PR Pl +rR e r ()

f
Py f +PY - f
f

VO = (P g (u?) + PR (uf?) ~0)
i = f (B f () + P (u?) - 08Y)

YQ(S) _ <ug3)> (4.9)

E importante relembrar que, como f é uma fun¢ao com conjunto imagem contido
em um intervalo real, as saidas sao valores reais. A partir do momento em que as saidas
apresentadas na Equacao (4.9) sdo obtidas, é iniciada a proxima fase do treinamento, a

fase backward.

432 A fase Backward

Ao neuronio da rede PMC é atribuida duas fungoes, sendo primeira delas vista

na secao anterior, que nao se diferencia muito daquela proposta ao neuronio quando esté
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atuando isoladamente em uma rede do tipo Adaline ou Perceptron: a combinagao linear

dos pesos sinapticos com as variaveis e o uso da funcao de ativacao.

A segunda fungao atribuida ao neurénio ¢ a de realizar os ajustes de seus pesos
sinapticos de acordo com a posi¢ao que esta na arquitetura da rede neural. Estes ajustes
sao dependentes dos ajustes realizados nos neurénios na camada seguinte ao neurdénio em

questao.

E nesta fase, chamada backward® , que com o uso da minimizacao da funcao Erro
Quadratico, os pesos da camada de saida sao ajustados e os fatores utilizados neste ajustes
sao propagados de tras para frente, ou seja, no sentido dos neurdénios da camada de saida

para os neurénios da primeira camada, como ilustrado na Figura 45.

1

)

Figura 45 — PM(C322 Com sentido indicado do fluxo de informacoes na etapa
backward do treinamento. Elaborado pelo autor.

Esta estratégia é adotada pois, no caso do PMC nao se tem acesso as saidas de

todos os neurdnios, mas sim somente as dos neurdnios na camada de saida.

Como estas saidas sao na verdade funcoes de outras funcoes, e assim sucessivamente,
até uma funcao diretamente em funcao dos primeiros pesos sinapticos, como pode ser visto
na Equacao (4.8), pode-se basear na fundamentagao relativa a composic¢ao de fungoes para

pensar no ajuste dos pesos sinapticos.

A fungao Erro Quadratico que serd minimizada é a mesma utilizada no capitulo 3,
porém, sera aplicada em mais de um neuronio caso a arquitetura do PMC em questao

tenha mais de um neurdnio em sua camada de saida.

Como esta fungao nao pode ser aplicada diretamente em funcao dos pesos sinapticos
de camadas anteriores as da saida, o processo de minimizacao que depende do uso de

derivadas, agora também dependera da regra da cadeia para derivadas. Aqui também

3 Uma possivel traducdo para o portugués seria algo como “retroativo”.
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deve-se recorrer ao uso do gradiente, pois, cada camada contém um conjunto de pesos que

atuam ao mesmo tempo na fungdo F, Equagao (4.10).

Continuando com o exemplo de neurénio PMC322, Figura 45, serao obtidos os
fatores a serem utilizados nos ajustes dos pesos sinapticos dos neurdénios da camada de
saida. Assim como no Adaline, com o objetivo de minimizar o Erro Quadrético, utiliza-se a
ideia de otimizacao associada as derivadas de F em funcao dos pesos sinapticos da camada,

e neurénio, em questao. A Equagao (4.10) apresenta o erro quadratico da camada de saida:
1 2 2
EO(P) = 3 [(d1 - 3/1(3)) + <d2 - Y2(3)> ] . (4.10)

Na Equagao (4.10), d; e ds sao as saidas associadas aos valores especificos da

amostra que possui x; e x5 como variaveis de entrada.

4.3.2.1 Ajustando os pesos dos neurdnios da camada de saida (terceira camada)

O objetivo do processo de treinamento, para cada camada de neurénios, é ajustar
0s pesos sinapticos de modo a minimizar o erro entre a saida da rede e a saida desejada.

Isto implica na minimizacdo da funcdo E®), dada pela Equacdo (4.10).

Calculando a derivada de (4.10) em relagao aos pesos, P;; da camada de saida

tem-se o gradiente do erro quadratico:

0E  0E ov® oul?

VE® = = .
®) ® 5,6 7p6)
or? oy ou” 0P

(4.11)

Como esta sendo utilizada uma configuragao particular de RNA, pode-se atribuir
valores aos indices i e j de modo a explorar o os termos da Equagao (4.11). Analisando o
gradiente em fun¢ao do peso sinéptico Pl(i), adotando 2 = 1 e 5 = 1, a Equagao apresentada

em (4.11) resulta na Equagao (4.12):

1) 3)

1
| —
0E 0B oy oul 1o
oPE oy ou opl) 1)
1,1 1 1 1,1
)
2

Analisando termo a termo da regra da cadeia apresentada na Equagao (4.12),

tem-se que:
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oF

1) —— =—(d; - V?)
§Y1(3) 1
ay(3)
2) —g = @) (4.13)
ouy
6u§3) (2)
3) 3 11
Py
De (4.13) tem-se que:
oE
— = — (=) f @) v, (4.14)
Py

Dessa forma, o fator de correcao APl(?l), a ser utilizado para ajustar o peso sinaptico

Pl(i), deve ser efetuado na direcao oposta ao gradiente a fim de minimizar o erro, ou seja:
oF

= (d =Y, ) - v

= -0 v, (4.15)

3
APl(,1) =N

em que (5§3) = (dy — Yl(?’)) f (u§3)) é definido como o gradiente local em relagao ao primeiro

neurdnio da camada de saida.

A constante n define a taxa de aprendizagem para o treinamento e tem proposta
semelhante a apresentada para as RNA anteriores ao PMC neste trabalho, ou seja,

corresponde ao quanto dos fatores de correcao serao incorporados ao novo peso sinaptico.

Na segunda linha da Equagao (4.13) aparece a derivada da fungao f, ou seja, a
derivada da funcao de ativacao adotada para a rede, cujos valores sao apresentados na
Tabela 13.

Funcgao Derivada
Logistica o'(x) = o(z)(1 — o(z))
1 0
ReLU ReLU'(z) = { = %7 %

0, sex <0

Tangente Hiperbolica tanh’(z) = 1 — tanh®(z)

indefinido, em x =0,

Degrau fl(z) = 0 Vi eR - {0)

Tabela 13 — Tabela com as derivadas de algumas fung¢oes de ativacao. Elaborado
pelo autor.

. . . . ., . 3 ~ .
De modo similar ao que foi realizado com o peso sinaptico Pl( 1), sao obtidos os

fatores de correcao para todos os pesos sinapticos do primeiro neurdnio da terceira camada
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(camada de saida), como pode ser visto na Equagao (4.16):

AP =q- 6@ v (4.16)
APE) =y 5 y®.

Desta forma, a atualizagdo que os pesos sindpticos do primeiro neurénio da terceira
camada sera atualizado pela Equagdo (4.17), com o indice j representando a origem da,
informagao de atualizagao.

3)(novo
P

3)(antigo 3 2
= pllentioo) 4 gy 5.y 2. (4.17)

Analogamente ao que foi exposto nas Equagoes (4.16) e (4.17), com as devidas
atualizacoes de indices, os pesos sindpticos para o segundo neurénio da terceira camada é

atualizado.

De modo geral, é possivel escrever para os neurénios da camada de saida a regra
de ajustes apresentada na Equacao (4.18):
3 3)(anti 3 2
Pigj)(novo) _ Pi(’j)(an igo) | n- 5@( ) Yj( )’ (4.18)
em que os indices ¢ e j dizem respeito ao destino e a sua origem dos pesos em atualizacao,

respectivamente.

Finalizados os ajustes dos pesos sindpticos de todos os neuronios da camada de
saida, ou seja, da terceira camada, deve-se iniciar os ajustes dos neuronios da camada

anterior a esta, ou seja, a segunda camada.

4.3.2.2 Ajustando os pesos dos neurdnios da segunda camada

Como nao se tem acesso as saidas destes neurdnios para que se possa efetuar
diretamente os ajustes, sera considerado o fato das saidas da RNA do tipo PMC serem,
basicamente, fungoes compostas por outras fungoes, e assim utilizar a regra da cadeia para

ajustar os neurdnios de camadas ocultas.

Deste modo, calculando-se gradiente da fungao erro quadratico E, agora em funcao
dos pesos sinapticos da segunda camada, obtém-se a Equacao (4.19):
0E  0E ov® oul?

(2 _ _
VE T R T @ 0l op (4.19)
2¥) (2 7 1,j

Utilizando a mesma estratégia utilizada anteriormente, serao adotados os valores

para os indices com ¢ = 1 e j = 1, ou seja, serao detalhados os processos para atualizacao

do peso sinaptico P1(721) e a saida Y1(2).
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Com isto, obtém-se:
2)
1
OF oE av\® oul®
@ @ A 2 Ap@ - (4.20)
oP® v oul? opY
1 1

1) 3)

Os termos 2) e 3) da Equagao (4.20) sao analogos aos da terceira camada, com os

devidos ajustes de indices e, sdo dados pela Equagao (4.21):

oy, )
2) gy = ['(ut”)
6u§2) !
(’/Ju(Q) )
3) 7 = v, (4.21)
oP

(2)

. - . . 2 . .
Como a funcao E nao recebe diretamente a saida Y, a derivada parcial apresen-

tada em 1) precisard de algumas manipulagoes. Primeiramente, deve-se lembrar que ug?’)

e ug?)) recebem Y1(2) e que com ele operam com seus respectivos pesos sinapticos P1(,31) e
P2(,31)7 como pode ser visto na Equagao (4.7). Desta forma, a derivada parcial 1) pode ser

reescrita através da regra da cadeia dada pela Equacao (4.22):

) 0E 0 oulY L OE ol
ov® ol ov® " ol oy
0E Y o OE oY
T @ 4 6 Py + v 3) A () Py (4.22)
oYy™ Ouy oY Ous

Os resultados das regras das cadeias apresentadas em ambos os fatores, em preto
e em azul, na Equacdo (4.22) podem ser obtidos por meio da aplicagdo do gradiente
realizado na Equacao (4.11). Isto significa que estes fatores sdo, na verdade, os mesmos

que apareceram na Equagao (4.13) como é possivel ver na Equacao (4.23):

oE oy
ov® oul®

oE oy,®
ov® o 1(3) = —(da - Y2(3)> : f/(Ugg)) = 553)- (4.23)
1 Ouy

= —(d, = V) fu?) = 6%

Desta forma, é possivel reescrever a Equagao (4.22) como a Equacao (4.24).
)
1)

3 3 3 3
O~ S0P+ o R (4.2
1

Um detalhe importante é que os pesos sinapticos dos neurénios da terceira camada

) o . 3 3 .
que recebem a saida do primeiro neurénio da segunda camada, pesos P1( 1) e P2( 1) respectiva-
mente, ja estao atualizados e influenciarao diretamente na atualizacao dos pesos sinépticos

dos neur6nios da segunda camada aos quais estao conectados.
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Unindo os fatores 1), 2) e 3), pode-se reescrever o gradiente aplicado na fun¢ao F

. 2
para o peso sinaptico P1( 1) da segunda camada como:

OF
oP?)

)

G IR (129

A manipulacao foi longa, mas, realizando passos similares e alterando somente os
indices envolvidos, é possivel escrever as variacoes no erro quadratico em funcao dos pesos

sinépticos para o primeiro neurdnio da segunda camada através das equagoes (4.26):

oF 3 3 3 3 2 1
= (40P + P RR) - 5 3O

2
0Py
_9E () pG) L O p®Y . pr @ D
@ <51 Pry + 05 Pz,l) 7)Yy (4.26)
0Py,
0E 3) H(3 3) H(3 2 1
op® = <5§ )Pl(,l) + 5§ )P2(,1)) : f'(ug )) Yg( )
3,1

Como o fator (5§3)P1(i) + 5%3)}72(?1)) - f (u?)) ¢ comum em todas os ajustes que serao
realizados, pode-se chamé-lo de 5%2) e reescrever as equagoes na Equacao (4.26) em fungao
do peso a ser atualizado e renomeé-la como o fator de correcao destes pesos, ponderado
pela taxa de aprendizado 1, como na Equacao (4.27):

2 2 1
AP =55 vV, (4.27)

Seguindo os mesmos passos para o segundo neurdnio da segunda camada, é possivel

obter o fator de ajustes de seus pesos sinapticos como na Equagao (4.28):
AP =56 vV, (4.28)

em que (552) = (5%3)P1(732) + (5;3)P2(?2)> -f’(ug2)) .
E assim, os pesos sinapticos dos neurdnios da segunda camada serao ajustados de
acordo com a Equagao (4.29)

P(z)(novo) _ P(2)(zmtigo) +1- 51(2) . }/](2) (429)

i,J (%
4.3.2.3 Ajustando os pesos dos neurdnios da primeira camada

De modo similar ao que foi feito com o primeiro neurénio da segunda camada, para
o primeiro neurénio da primeira camada também serao detalhadas todas as etapas de
aplicagao de gradiente em fungao dos pesos sindpticos Pl(ﬁlo),Pl(ﬁll),Pl(B e Pl()lg) ligados a este
neurdnio e a utilizacao de uma funcao adequada para a regra da cadeia em funcao destes

pesos sinapticos.
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. 1 . 1 . o
Em resumo, o fator de ajustes 55 ) para o peso sinaptico P1( 1) do primeiro neurénio

da primeira camada pode ser expresso como na Equagao (4.30).
o = (0 @) - PE + 67 f ) PY) £ ) -, (4.30)
que foi obtido por meio de

0B 0B oy oul)
ory)  ovV outV oP(y

vEW (4.31)

Assim, estendendo para todos os pesos sinapticos do primeiro neuroénio na primeira

camada o que foi realizado, pode-se atualiza-los de acordo com as equagoes de (4.32):

P1(711)(novo) _ P1(711)(antigo) - 5%1) -
P = plentiee) oy Y gy, (4.32)

Generalizando para todos os pesos sinapticos de todos os neurdnios da primeira
camada, é possivel escrever sua regra de aprendizado como na Equacao (4.33):
(1)(novo) (1)(antigo) (1)
A Equagao (4.33) contém z;, em que j varia de 1 a 2, representando as variaveis

de entradas de uma amostra especifica.

Construiu-se a Tabela 14 apresentando os fatores utilizados na corregao dos pesos

sinapticos Pl(cl) dos primeiros neurénios em cada camada c.

Estao identificados, em azul, os fatores de correcao da terceira camada, em verde, os
fatores de correcao na segunda camada, e em vermelho, os fatores de correcao da primeira
camada juntamente com suas respectivas saidas dos neuronios, ou seja, cada cor indica a

camada a qual aquelas informagoes pertencem.

P(C)
Camada (c¢) | Fator de correcao . Dependéncia
3 0 (d = ¥)") - f/(0”)
2 (653) P 68 PZ??) PPy v
1 o (7 PGP P 407 - ) P Pl o

Tabela 14 — Tabela apresentando os fatores de correcao utilizados nos primeiros
neurénios de cada camada. Elaborada pelo autor.

A notacao matematica para todo este processo pode, em um primeiro momento,
parecer excessiva e confusa. Porém, o que deve ser absorvido disto tudo é a forma como os

ajustes sao realizados nos pesos sinapticos e o modo que estes ajustes dependem daqueles



4.8. O algoritmo backpropagation 7

que ja foram realizados nas camadas seguintes. A Figura 46 apresenta as relagoes existentes

entre os fatores de correcao 51@.

Figura 46 — Disposicao dos fatores de correcao obtidos na fase backward em seus
respectivos neurdnios. Elaborado pelo autor.

Por meio da Figura 46 é possivel observar que, para ajustar o peso sinaptico dos
neurdnios da primeira camada, deve-se primeiro passar pelos ajustes realizados com os

pesos dos neurdnios que receberao as ponderacoes realizadas por ele na fase forward.

Realizados os ajustes nos pesos sinapticos de todos os neurdnios da primeira camada,
é encerrada a fase backward e o backpropagation conclui uma época de treinamento. A
partir de entao, mantendo o treinamento em linha, outras variaveis do conjunto de entradas

sao fornecidas a rede e o processo todo, a fase forward seguida da backward, se repete.

O backpropagation nao possui um critério universal de parada. Isto significa que o
treinamento pode ser parado ao estabelecer-se um nimero finito de épocas, na observancia
da acuracia da rede, ou seja, de quantas saidas sao apresentadas corretamente ao se

comparar com as saidas desejadas, ou algum outro método escolhido.

De fato, Silva, Spatti e Flauzino (2016), Haykin (2001) e Géron (2019) apresentam
véarias modificagoes e aperfeicoamentos para casos especificos de treinamentos envolvendo
o backpropagation. De um modo geral, é esperado uma convergéncia da rede para valores
otimos dos pesos sindpticos, ou seja, que os pesos obtidos permitam que a rede efetue com

exceléncia o papel ao qual foi aplicada.

Ainda é possivel citar Widrow e Lehr (1990) em que
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“Os algoritmos iterativos descritos neste documento foram todos pro-
jetados de acordo com um tinico principio subjacente. Essas técnicas
(...) baseiam-se no principio da perturbagdo minima: Adaptar-se .
para reduzir o erro de saida do padrao de treinamento atual, com
o minimo de perturbagao das respostas ja aprendidas.” (Widrow;
Lehr, 1990, p.1423, tradugao nossa).

4.4 Implementando o Perceptron Multicamadas em Python

A implementacao de uma rede PMC em Python pode ser um tanto desafiadora. As
linhas de c6digo necessarias para uma implementacao de modo generalizado, permitindo
ajustes na quantidade de neurénios e camadas com o uso de parametros e com poucas
modificagbes no coédigo tomaria uma boa parte desta secao. Devido a isto opta-se por

utilizar uma biblioteca que contenha uma classe, ou func¢ao, que execute o treinamento.

A biblioteca scikit-learn (Pedregosa et al., 2011) contém a classe MLPClassifier.
Esta classe é utilizada em situagoes envolvendo a classificacao dos dados em categorias.
Esta biblioteca também fornece a classe MLPRegressor, voltado para uso em problemas
envolvendo a interpolacao dos dados das amostras por uma superficie, pois as saidas desta

classe produzem valores continuos (ver Figura 47a).

A classe MLPClassifier produz saidas discretas e portanto é, dentre as duas, a
mais adequada para o contexto de categorizagao. Esta classe nao utiliza a fung¢ao erro
quadrético £ em seu algoritmo, mas sim a funcao Regressao Logistica® L . Primeiramente
as saldas da funcao L sao utilizadas como probabilidades y; ; que se relacionarao com as

respectivas saidas desejadas d; ; de acordo com a Equacao (4.34):
Z Z dl] log yzj (1 — dZJ) 10g(1 — yi,j)] . (434)

Na Equagao (4.34), m é o numero de amostras, n é o numero de variaveis por
amostras, ¢ representa a amostra em questao e j sua respectiva saida. Mais sobre a
fungao Regressao logistica pode ser visto em Maos & Obra Aprendizado de Maquina com
Scikit-Learn & TensorFlow (2019).

Na pratica, aderindo a esta substituicao da funcao E por L, sua otimizagao por meio
do algoritmo de treinamento backpropagation permitira obter ao invés de uma superficie,

fronteiras de decis@o, ao se utilizar o MLPClassifier (ver Figura 47b).

4 No original, sem edicdes, “The iterative algorithms described in this paper are all designed in accord

with a single underlying principle. These techniques-the two LMS algorithms, Mays'‘s rules, and the
Perceptron procedure for training a single Adaline, the MRI rule for training the simple Madaline,
as well as MRII, MRIII, and backpropagation techniques for training multilayer Madalines-all rely
upon the principle of minimal disturbance: Adapt to reduce the output error for the current training
pattern, with minimal disturbance to responses already learned.”

5 Também chamada de log loss.
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Fungao 'XOU' com MLPRegressor Fungao 'XOU' com MLPClassifier
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(a) Fungao booleana “XOU” implementada com (b) Fun¢ao booleana “XOU” implementada com
MLPRegressor. MLPClassifier.

Figura 47 — Fungao booleana “XOU” implementada com as classes MLPRegressor ¢
MLPClassifier. Elaborados pelo autor.

441 Implementacdo da fun¢do booleana “XOU"

Com o uso desta biblioteca e estas duas classes implementa-se, por exemplo, a
funcao booleana “XOU”. A implementacao que é realizada neste trabalho foi utilizada para

gerar a Figura 47.

Primeiramente, realiza-se a importagao as bibliotecas, como no Algoritmo 11:

import numpy as np

from sklearn.neural_network import MLPClassifier
from sklearn.neural_network import MLPRegressor
from sklearn.metrics import accuracy_score

Algoritmo 11 — Importando as bibliotecas para o treinamento do PMC em Python.
Elaborada pelo autor.

Em seguida, definem-se as matrizes: x das entradas e d das saidas desejadas, como

no Algoritmo 12:

# Definindo a tabela verdade XOU em 2 dimensdes

x = np.array([[0,0],[0,1],[1,0],[1,111)

# Satda esperada: 1 quando hd um numero impar de 1 na entrada.
d = np.array([0,1,1,0])

Algoritmo 12 — Fornecendo as matrizes de entradas x e de saidas desejadas d para o
treinamento do PMC. Elaborada pelo autor.

Utilizando inicialmente a classe MLPRegressor, que permite a customizacao de
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diferentes parametros internos®. Para este estudo de caso serao configurados: a funcao
de ativacao; o estado inicial dos pesos sinapticos; como sera a otimizagao realizada pelo
backpropagation; e o nimero maximo de iteragoes da rede. A sequéncia de comandos

apresentada no Algoritmo 13 resumem os parametros de inicializacao da rede.

pmc = MLPRegressor(
#uma camada escondida com 2 meurdénios
hidden_layer_sizes=(2),
#fungdo de ativacgdo
activation='relu',
#Modo que os gradientes das fung¢des serdo utilizados
solver='sgd',
#Define o bloco de treinamento do tamanho das amostras
batch_size=len(x),
#Semente aleatdria para os pesos sindpticos
random_state=28,
#Define o nmumero mdrimo de tteragdes
max_iter=20000,
#Fornece o progresso do treinamento.
verbose= True

)

Algoritmo 13 — Configuragoes dos parametros do MLPRegressor. Elaborado pelo
autor.

Alguns métodos e parametros de ajustes da rede neural sao mais eficientes em
determinados contextos, como pode ser visto na documentacao da classe MLPCLassifier,
e também levam em consideracao a estratégia de treinamento adotada, se é em lotes, mini-
lotes ou em linha, de acordo com os dados fornecidos. Aqui sera adotado o treinamento em
blocos, ou lotes, e para isto sera utilizado o parametro batch_size=1len(x), que determina

o tamanho dos blocos igual ao niimero de amostras fornecido por len(x).

Fornecer a semente aleatéria random_state permite que os resultados sejam repro-
duziveis com os mesmos parametros. Mesmo em 1990, no artigo 30 years of adaptive neural
networks: perceptron, Madaline, and backpropagation (1990), os autores ja mencionam
o quanto os parametros iniciais interferem no treinamento da rede como um todo. Ha
indicacoes de que determinadas caracteristicas de conjuntos de pesos sinapticos iniciais
favorecem ou nao a convergéncia da RNA em questao e, adotar um parametro fixo para
random_state nos permite reproduzir os resultados obtidos com os pesos iniciais em

condicoes semelhantes todas as vezes que o codigo for executado.

6 Uma descricio completa desta classe pode ser vista em https://scikit-learn.org/stable/module

s/generated/sklearn.neural_network.MLPRegressor.html. Acessado em 25 de fevereiro de 2025.


https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.neural_network.MLPRegressor.html
https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.neural_network.MLPRegressor.html
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De fato, o ajuste dos parametros, bem como o ntimero de camadas e neuronios,
ainda sao objetos de estudo e a escolha destes se baseia na eficiéncia que apresentam para

um mesmo tipo de problema em condigbes especificas.

O Algoritmo 14 resume a sequéncia de comandos para treinamento, teste e verifica-
¢ao da acuracia da rede neural apoés a implementacao da rede, cujo resultado é apresentado

no Algoritmo 15.

# Treinando a rede

pmc.fit(x, d)

# Testando a Tede com as amostras

t = pmc.predict(x)

#Transformando as saidas continuas em discretas

y=t.round()
#Apresenta as saidas obtidas com os pesos treinados
print("Saidas calculadas:", y)

# Avaliando os acertos da rede
acuracia = accuracy_score(d, y)
#Apresenta a porcentagem de acertos
print (f"Acuracia:{acuracia}*100")

Algoritmo 14 — Linhas de c6digo executando o treinamento do MLPRegressor.
Elaborado pelo autor.

Iteration 499, loss = 0.05097980

Training loss did not improve more than tol=0.000100 for 10
consecutive epochs. Stopping.

Saidas calculadas: [0. 1. 1. 0.]

Acuracia :100.0%

Algoritmo 15 — Saida apresentada ao executar o coédigo fornecido para o
treinamento com o MLPRegressor. Elaborada pelo autor.

Os resultados apods o treinamento podem ser visualizados na Figura 47a. Esta figura
apresenta uma série de curvas de nivel, separando o plano que contém as entradas em

diferentes regioes. Isto ocorreu devido ao fato da saida do MLPRegressor ser continua.

As linhas de codigo utilizadas para gerar as imagens 47 nao serao apresentadas no
texto, porém estao disponiveis no caderno do Jupyter Notebook, fornecido em conjunto a

este trabalho.

Para implementar a fung¢ao “XOU”, na classe MLPClassifier, é possivel simples-
mente trocar o nome da classe no algoritmo apresentado no Algoritmo 13 e escrever

o c6digo para o treinamento do PMC como no Algoritmo 16. A escolha da funcao de
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ativagao também depende da finalidade a qual a RNA sera aplicada, e isto demanda uma
inspegao detalhada por parte do executor (Géron, 2019). Neste caso, foi adotada a fungao
tangente hiperbodlica pois foi a que produziu melhores resultados neste treinamento, além

da mudanca na semente aleatoria.

pmc = MLPClassifier(
#uma camada escondida com 2 neurdéntios
hidden_layer_sizes=(2),
#funcdo de ativagdo
activation='tanh',
#Modo que os gradientes das fungdes serdo utilizados
solver='sgd',
#Define o bloco de treinamento do tamanho das amostras
batch_size=len(x),
#Semente aleatdria para os pesos sindpticos
random_state=4,
#Define o mumero mdximo de iteragdes
max_iter=20000,
#Fornece o progresso do treinamento.
verbose= True

)

Algoritmo 16 — Configuragdes dos parametros do MLPClassifier. Elaborado pelo
autor.

E possivel entao executar o mesmo algoritmo conforme descrito no Algoritmo 13
com uma pequena alteracao no que diz respeito ao arredondamento das saidas produzidas
pela rede, que nao sera mais necessario, e apresentar a sequéncia de instrugoes para o

treinamento como no Algoritmo 17.

# Treinando a rede

pmc.fit(x, d)

# Testando a rTede com as amostras

y = pmc.predict(x)

#Apresenta as saidas obtidas com os pesos treinados
print("Saidas calculadas:", y)

# Avaliando os acertos da rede

acuracia = accuracy_score(d, y)

#Apresenta a porcentagem de acertos
print("Acuracia:", acuracia)

Algoritmo 17 — Linhas de c6digo executando o treinamento do MLPClassifier.
Elaborado pelo autor.
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O treinamento do PMC com esta classe permite gerar a imagem apresentada na
Figura 47b, na qual as fronteiras sao representadas por linhas delimitando as regioes de
mesma cor que apresentam a mesma saida e, ao executar os codigos do Algoritmo 17, a

salda apresentada sera como no Algoritmo 18.

Iteration 3147, loss = 0.25937596

Training loss did not improve more than tol=0.000100 for 10
consecutive epochs. Stopping.

Saidas calculadas: [0 1 1 0]

Acurécia :100.0%

Algoritmo 18 — Saida apresentada pelo PMC que implementa a fun¢ao booleana
“XOU” em duas dimensoes. Elaborado pelo autor.

4.4.2 Utilizando o PMC em trés categorias: As flores Iris

A possibilidade de um PMC conter em sua camada de saida mais de um neurénio,
implica em uma amostra poder ser classificada para uma dentre trés, ou mais, categorias.

Esta situacio pode ser exemplificada com os dados das flores Iris, contidos em Fisher
(1988).

Como foi discutido na se¢ao 2.2, existem trés categorias neste conjunto de dados,
sendo duas destas nao-linearmente separéveis, e é possivel realizar o treinamento do PMC
com os dados relativos somente as pétalas ou as sépalas das flores, de modo que se possa
apresentar a visualizacao das fronteiras de decisao que esta RNA estabelecera a partir dos

pesos sinapticos treinados em cada caso.

Para utilizar as flores pode-se adotar a arquitetura para o PMC como no Algoritmo
19 que contém duas camadas ocultas com quatro neurdnios cada. Para a camada de saida,
a classe MLPClassifier atribuirda automaticamente trés neurénios, um para cada categoria

das flores.
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#Duas camadas com 4 mneurdnios cada
pmc = MLPClassifier(hidden_layer_sizes=(4,4),
#Mdximo de iteracgbes
max_iter=10000,
#funcdo de ativagdo tangente hiperbdlica
activation='tanh',
#Define o uso do Gradiente descendente estocdstico
solver='sgd',
#Define o bloco de treinamento do tamanho da matriz de amostras
batch_size=len(x),
#Define a tolerdncia da diferengca dos erros em épocas Sucessivas
t01=0.00001,
#Define a semente aleatdria para inicializag¢do dos pesos sindpticos
random_state=5

Algoritmo 19 — Configuragao do MLPClassifier para treinar o PMC com os dados
das flores Iris. Elaborado pelo autor.

A matriz de amostras x contendo os respectivos dados das medidas das flores, em
centimetros, pode ser construida a partir dos dados fornecidos em Fisher (1988) ou por meio
do comando sklearn.datasets.load_iris()”. Estes dados também sao apresentados,
explicitamente, no respectivo caderno interativo Jupyter Notebook que tem o link fornecido

no capitulo 5, que também pode ser acessado pelo site Oliveira (2025).

A matriz de saidas desejadas d pode ser construida de forma similar & matriz de
amostras « e, para a realizacdo deste treinamento, a identificacdo de cada Iris Setosa,
Iris Versicolor e Iris Virginica foi alterada, respectivamente, para 0, 1 e 2. Nos dados
disponibilizados, as primeiras cinquenta amostras sdo de Iris Setosa, seguidas por outras

cinquenta de Iris Versicolor, e por tltimo as cinquenta amostras de Iris Virginica

Apos o fornecimento da matriz x de amostras, utiliza-se o Algoritmo 20 para treinar

o PMC.

7 Como pode ser visto detalhadamente em: https://scikit-learn.org/stable/modules/generate
d/sklearn.datasets.load_iris.html. Acessado em 25 de fevereiro de 2025.


https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.datasets.load_iris.html
https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.datasets.load_iris.html
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# Treinando a rede

pmc.fit(x,d)

# Fazendo previsdes

y = pmc.predict(x)

# Avaliando a acurdcia

acuracia = accuracy_score(d, y)

# Varidvel auziliar 'erro' é uma matriz

erro=d-y

# Reorganizagdo das dimensbes da matriz 'erro'
erros_organizados=erro.reshape((3,50))

# Reorganizacdo das dimensdes da matriz de satdas Yy
y_organizados=y.reshape((3,50))

#Apresentagdo dos dados resultates do treimamento:
#Percentual de acertos do PMC

print (f"Acuracia:{acuracia*100}7")

#Saidas obtidas com os pesos sindpticos treinados
print("Saidas calculadas:\n", y_organizados)
#Diferenca entre saidas desejadas e treinadas

print ("Erros de categorizacdo\n", erros_organizados)

Algoritmo 20 — Treinamento do PMC com o MLPClassifier para os dados das
flores Iris. Elaborado pelo autor.

Utilizando somente os dados relativos as medidas de comprimento e largura das
pétalas das flores, o PMC como configurado no Algoritmo 19 com as saidas apresentadas
pela rede de acordo com o Algoritmo 20, permite que a rede atinja 96% de acuracia. Ao
fornecer somente as medidas das sépalas, é alcancada uma acurécia de, aproximadamente,
76,67%. Utilizando como amostras as medidas das sépalas e pétalas, a rede apresenta
98.0% de acuracia. Em todos os casos é possivel perceber que os equivocos que a rede
comete sao em relacao as classificacoes das flores Virginica e Versicolor, que nao sao

linearmente separaveis.

Com os pesos sinapticos treinados, é possivel ainda apresentar uma visualizacao

das fronteiras de decisao para cada um dos trés casos, como apresentado na Figura 48.

As vantagens em se utilizar somente as pétalas ou sépalas residem no fato dos dados
poderem ser dispostos diretamente num plano e a visualizagao destes ser interpretada
diretamente com o modo em que sao apresentados, como pode ser visto nas Figuras 48a e
48b.
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Largura (cm)

(a) PMC treinado somente com as pétalas.
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(b) PMC treinado somente com as sépalas.

Fronteira de decisdo do PMC - Reducdo de 4 para 2 dimensdes
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(c) PMC treinado com as pétalas e sépalas.

Figura 48 — PMC treinado com os dados das flores Iris. Elaborados pelo autor.

Ao se utilizar todos os dados de todas as amostras, perde-se o poder de visualizagao

devido ao ntiimero de dimensoes associada a eles. Em uma proposta para representar os

dados em duas dimensoes, é possivel utilizar como auxilio da Anélise dos Componentes

Principais (ACP), um recurso que também ¢ fornecido pela biblioteca scikit-learn®

e

utilizado para visualizagao de dados multidimensionais em dimensoes reduzidas, como

pode ser visto na Figura 48c.

As duas classes e a biblioteca utilizada nestes exemplos nao sao as tnicas possibili-

dades para implementar um PMC em Python. Além da implementacao manual, existem

outras bibliotecas como o Keras ou o PyTorch, que cada uma com seu modo, permitem

outras implementagoes dos parametros de configuracao do PMC.

8

“Principal Component Analysis”. https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/decomp

osition/plot_pca_iris.html#sphx-glr-auto-examples-decomposition-plot-pca-iris-py.
Acessado em 25 de fevereiro de 2025.


https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/decomposition/plot_pca_iris.html#sphx-glr-auto-examples-decomposition-plot-pca-iris-py
https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/decomposition/plot_pca_iris.html#sphx-glr-auto-examples-decomposition-plot-pca-iris-py
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5 Descricdo dos materiais produzidos

De modo a complementar este texto tedrico, foram elaboradas videoaulas que
reapresentam os exemplos discutidos no decorrer nos capitulos desta dissertacao, visando
suprir as limitacoes de um texto estatico ao serem adotados recursos pertinentes as
tecnologias digitais dos videos e trazendo mais dinamismo aos conceitos abordados, e
também cadernos IPython contendo os c6digos de programagao em linguagem Python,
desenvolvidos para que haja uma maior interacao, por parte do leitor, com as redes neurais

mencionadas neste trabalho.

Todos os materiais elaborados estao disponibilizados na pagina do autor deste
trabalho, que pode ser acessada em Oliveira (2025). Este site existe com o tnico proposito
de organizar as videoaulas, os capitulos da dissertacao e os cadernos de acordo com o
assunto abordado, facilitando uma integracao entre estes formatos apresentados. Nada
seré adicionado a este site além das descrigoes realizadas neste trabalho e, portanto, o
contetudo deste esta completamente de acordo e limitado com o que foi escrito e descrito

aqui.

5.1 Descricdo dos videos

Além dos exemplos apresentados no decorrer deste texto, encontram-se também
exemplos exclusivos a serem explorados em conjunto com os recursos visuais que os videos
possam permitir, possibilitando uma abordagem facilitadora ao entendimento, por parte

do leitor e agora também ouvinte, destes conceitos e assuntos.

Os videos estao listados na ordem em que devem ser assistidos, juntamente com sua
duracao e uma breve descri¢ao de seu contetido, resumidos na Tabela 15, onde encontram-se

também os links para que possam ser assistidos online.
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n® | Titulo Tempo| Descricao Link
19 | Introdugao as Redes | 4:58 | Apresentacao do autor | https://drive.goog
Neurais Artificiais: O e dos temas que serao | le.com/file/d/1pq0
Perceptron, o Adaline abordados neste mini- | gKQh7MFR31fiCUthUn
e o Perceptron Multi- curso. 9KhnoTUSG40/previe
camadas W
29 | Perceptron - Al: In-| 4:04 | Implementagao https://drive.goog
trodugao ao funciona- do  Neur6nio de | le.com/file/d/1Pkc
mento do Perceptron McCulloch-Pitts e | LgaQjKD8HcxNbkrjed
caracterizagao do | x6UPDt8uL8f/previe
Perceptron como | w
classificador linear
que pode ter seus
pesos sinapticos trei-
nados e ajustados
automaticamente
por um algoritmo de
treinamento.
3° | Perceptron - A2: O | 5:51 | Apresentacao da re- | https://drive.goog
treinamento do Percep- gra de treinamento a | le.com/file/d/19ul
tron qual realiza os ajustes | rDMglVpTabFiP3a0QN
dos pesos sinapticos do | X7_JUR_la2y/previe
Perceptron e de seus | w
critérios de convergén-
cia.
4° | Perceptron -  A3:| 4:47 | Consolidagao da nota- | https://drive.goog
Os fundamentos ¢ao matematica que | le.com/file/d/1SJS
matemaéticos do sera utilizada no decor- | uAuP8JTfvpY25talAp3
funcionamento do rer deste minicurso. 51j6VcMCI82/previe
Perceptron W
59 | Perceptron - A4: Tm- | 14:37 | Implementagao e | https://drive.goog
plementando o Percep- execucao dos exemplos | le.com/file/d/1mb4
tron em Python apresentados  mneste | pYOcdCkhnzq3AVWPYk
texto, e de outros, | riRulVozybY/previe
em linguagem de | w
programacao Python
e visualizacao do trei-
namento efetuado pelo
Perceptron por meio
de gréficos interativos.
6° | Perceptron - A5: Siste- | 5:39 | Neste video é realizada | https://drive.goog
mas Lineares e o Per- uma pequena revisao | le.com/file/d/1JK4
ceptron sobre sistemas lineares | 15tI3VmjJebv2yw3Ms
para que se possa ex- | 0sw9fgjFMOr/previe
plorar os sistemas li- | w
neares sobredetermina-
dos.



https://drive.google.com/file/d/1pqOgKQh7MFR3lfiCUthUn9KhnoTUSG40/preview
https://drive.google.com/file/d/1pqOgKQh7MFR3lfiCUthUn9KhnoTUSG40/preview
https://drive.google.com/file/d/1pqOgKQh7MFR3lfiCUthUn9KhnoTUSG40/preview
https://drive.google.com/file/d/1pqOgKQh7MFR3lfiCUthUn9KhnoTUSG40/preview
https://drive.google.com/file/d/1pqOgKQh7MFR3lfiCUthUn9KhnoTUSG40/preview
https://drive.google.com/file/d/1PkcLqaQjKD8HcxNbkrjedx6UPDt8uL8f/preview
https://drive.google.com/file/d/1PkcLqaQjKD8HcxNbkrjedx6UPDt8uL8f/preview
https://drive.google.com/file/d/1PkcLqaQjKD8HcxNbkrjedx6UPDt8uL8f/preview
https://drive.google.com/file/d/1PkcLqaQjKD8HcxNbkrjedx6UPDt8uL8f/preview
https://drive.google.com/file/d/1PkcLqaQjKD8HcxNbkrjedx6UPDt8uL8f/preview
https://drive.google.com/file/d/19ulrDMglVpTabFiP3aOQNX7_JUR_la2y/preview
https://drive.google.com/file/d/19ulrDMglVpTabFiP3aOQNX7_JUR_la2y/preview
https://drive.google.com/file/d/19ulrDMglVpTabFiP3aOQNX7_JUR_la2y/preview
https://drive.google.com/file/d/19ulrDMglVpTabFiP3aOQNX7_JUR_la2y/preview
https://drive.google.com/file/d/19ulrDMglVpTabFiP3aOQNX7_JUR_la2y/preview
https://drive.google.com/file/d/1SJSuAuP8JTfvpY25taAp351j6VcMCJ82/preview
https://drive.google.com/file/d/1SJSuAuP8JTfvpY25taAp351j6VcMCJ82/preview
https://drive.google.com/file/d/1SJSuAuP8JTfvpY25taAp351j6VcMCJ82/preview
https://drive.google.com/file/d/1SJSuAuP8JTfvpY25taAp351j6VcMCJ82/preview
https://drive.google.com/file/d/1SJSuAuP8JTfvpY25taAp351j6VcMCJ82/preview
https://drive.google.com/file/d/1mb4pY0cdCkhnzq3AVWPYkriRulVozybY/preview
https://drive.google.com/file/d/1mb4pY0cdCkhnzq3AVWPYkriRulVozybY/preview
https://drive.google.com/file/d/1mb4pY0cdCkhnzq3AVWPYkriRulVozybY/preview
https://drive.google.com/file/d/1mb4pY0cdCkhnzq3AVWPYkriRulVozybY/preview
https://drive.google.com/file/d/1mb4pY0cdCkhnzq3AVWPYkriRulVozybY/preview
https://drive.google.com/file/d/1JK4lStI3VmjJebv2yw3Ms0sw9fgjFM0r/preview
https://drive.google.com/file/d/1JK4lStI3VmjJebv2yw3Ms0sw9fgjFM0r/preview
https://drive.google.com/file/d/1JK4lStI3VmjJebv2yw3Ms0sw9fgjFM0r/preview
https://drive.google.com/file/d/1JK4lStI3VmjJebv2yw3Ms0sw9fgjFM0r/preview
https://drive.google.com/file/d/1JK4lStI3VmjJebv2yw3Ms0sw9fgjFM0r/preview
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n° | Titulo Tempo| Descri¢ao Link
7° | Adaline - A1l: Introdu- | 3:16 | Apresentagao do Ada- | https://drive.goog
¢ao ao Adaline line e de sua regra | le.com/file/d/1G
de aprendizagem, a re- | 9-xjpGXnB_PESKFIT
gra Delta, ou Gradi- | 84UzNSPaX7yGaY/pre
ente descendente. view
82 | Adaline - A2: O treina- | 2:29 | Apresentacao do pro- | https://drive.goog
mento do Adaline cesso de treinamento | le.com/file/d/1mPO
do Adaline e de seu cri- | 8CG4o-ygxewPuqMfe
tério de convergéncia. | p4r93F7zZ5-o0/previ
ew
9° | Adaline - A3 : Imple-| 12:42 | Implementagao  do | https://drive.goog
mentando o Adaline Adaline em lingua-| le.com/file/d/1_2d
em Python gem de programagao | xOkUHtXkCAongytOWg
Python e execugao | ehkwYGQaTRJ/previe
do treinamento com | w
exemplos.
10°| Adaline - A4: Compa- | 3:44 | Neste video compara- | https://drive.goog
rando o Perceptron e o se o Perceptron e o | le.com/file/d/1Mch
Adaline Adaline evidenciando | 4hXYj1C1joazgVtABl
suas diferengas, van-| Cv3oyJqOvqa/previe
tagens e desvantagens | w
um em relagao ao ou-
tro, em determinados
contextos.
11°| Perceptron Multicama- | 3:29 | Apresentacao do Per- | https://drive.goog
das (PMC): Uma in- ceptron Multicamadas | le.com/file/d/1In6
troducao ao funciona- e de sua estrutura | 4kPmpgalwuJ-8tJ8d
mento do PMC interna de funciona- | c-sKRiLmzBTF/prev
mento. iew
12°| Perceptron Multicama- | 4:36 | Apresentacao do algo- | https://drive.goog
das (PMC): Uma intro- ritmo de treinamento | le.com/file/d/10
dugao ao treinamento backpropagation com o | P-dSXd0CsDtPq3120
do PMC uso da funcao Erro | nT2pqc90diiazb/pre
Quadratico Médio. view
13°| Perceptron Multicama- | 8:11 | Implementacao do | https://drive.goog
das (PMC): Aplica- PMC em Python e uti- | 1e.com/file/d/1JRN
¢oes do PMC lizacao em exemplos ja | VjuR_wtWzx6QjKjpnh
apresentados no texto. | UAMQEb7vZH_/previe
W

Tabela 15 — Tabela listando a ordem das videoaulas, titulo, duracao, contetido e
links para assisti-las. Elaborada pelo autor.


https://drive.google.com/file/d/1G9-xjpGXnB_PE8KFIT84UzNSPaX7yGaY/preview
https://drive.google.com/file/d/1G9-xjpGXnB_PE8KFIT84UzNSPaX7yGaY/preview
https://drive.google.com/file/d/1G9-xjpGXnB_PE8KFIT84UzNSPaX7yGaY/preview
https://drive.google.com/file/d/1G9-xjpGXnB_PE8KFIT84UzNSPaX7yGaY/preview
https://drive.google.com/file/d/1G9-xjpGXnB_PE8KFIT84UzNSPaX7yGaY/preview
https://drive.google.com/file/d/1mP08CG4o-ygxewPuqMfep4r93F7zZ5-o/preview
https://drive.google.com/file/d/1mP08CG4o-ygxewPuqMfep4r93F7zZ5-o/preview
https://drive.google.com/file/d/1mP08CG4o-ygxewPuqMfep4r93F7zZ5-o/preview
https://drive.google.com/file/d/1mP08CG4o-ygxewPuqMfep4r93F7zZ5-o/preview
https://drive.google.com/file/d/1mP08CG4o-ygxewPuqMfep4r93F7zZ5-o/preview
https://drive.google.com/file/d/1_2dxOkUHtXkCAongyt0WgehkwYGQaTRJ/preview
https://drive.google.com/file/d/1_2dxOkUHtXkCAongyt0WgehkwYGQaTRJ/preview
https://drive.google.com/file/d/1_2dxOkUHtXkCAongyt0WgehkwYGQaTRJ/preview
https://drive.google.com/file/d/1_2dxOkUHtXkCAongyt0WgehkwYGQaTRJ/preview
https://drive.google.com/file/d/1_2dxOkUHtXkCAongyt0WgehkwYGQaTRJ/preview
https://drive.google.com/file/d/1Mch4hXYj1C1joazgVtABlCv3oyJq0vqa/preview
https://drive.google.com/file/d/1Mch4hXYj1C1joazgVtABlCv3oyJq0vqa/preview
https://drive.google.com/file/d/1Mch4hXYj1C1joazgVtABlCv3oyJq0vqa/preview
https://drive.google.com/file/d/1Mch4hXYj1C1joazgVtABlCv3oyJq0vqa/preview
https://drive.google.com/file/d/1Mch4hXYj1C1joazgVtABlCv3oyJq0vqa/preview
https://drive.google.com/file/d/1In64kPmpgaIwuJ-8tJ8dc-sKRiLmzBTF/preview
https://drive.google.com/file/d/1In64kPmpgaIwuJ-8tJ8dc-sKRiLmzBTF/preview
https://drive.google.com/file/d/1In64kPmpgaIwuJ-8tJ8dc-sKRiLmzBTF/preview
https://drive.google.com/file/d/1In64kPmpgaIwuJ-8tJ8dc-sKRiLmzBTF/preview
https://drive.google.com/file/d/1In64kPmpgaIwuJ-8tJ8dc-sKRiLmzBTF/preview
https://drive.google.com/file/d/10P-dSXdOCsDtPq3l20nT2pqc9Odiiazb/preview
https://drive.google.com/file/d/10P-dSXdOCsDtPq3l20nT2pqc9Odiiazb/preview
https://drive.google.com/file/d/10P-dSXdOCsDtPq3l20nT2pqc9Odiiazb/preview
https://drive.google.com/file/d/10P-dSXdOCsDtPq3l20nT2pqc9Odiiazb/preview
https://drive.google.com/file/d/10P-dSXdOCsDtPq3l20nT2pqc9Odiiazb/preview
https://drive.google.com/file/d/1JRNVjuR_wtWzx6QjKjpnhUAMQEb7vZH_/preview
https://drive.google.com/file/d/1JRNVjuR_wtWzx6QjKjpnhUAMQEb7vZH_/preview
https://drive.google.com/file/d/1JRNVjuR_wtWzx6QjKjpnhUAMQEb7vZH_/preview
https://drive.google.com/file/d/1JRNVjuR_wtWzx6QjKjpnhUAMQEb7vZH_/preview
https://drive.google.com/file/d/1JRNVjuR_wtWzx6QjKjpnhUAMQEb7vZH_/preview
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5.2 Cadernos interativos “Jupyter Notebooks"

Com a possibilidade de interacao com o treinamento de redes neurais, todos os
codigos que estao descrito neste trabalho, juntamente com os que foram apresentados
nos videos, estao disponibilizados para execugao e modificagao por parte do leitor. Estes
codigos estao organizados em arquivos IPyhton, com extensao de arquivo .ipynb, que é
lido localmente, de modo offline, pelo software Jupyter Notebook. Este método de acessar
os cadernos necessita que ja estejam instalados o Python em seu computador e também o

proprio Jupyter Notebook®.

De modo alternativo, estes cadernos podem ser executados e modificados de modo
online. Uma das plataformas disponiveis para este fim é o Google Colab que pode ser
acessado no site oficial®. Se o leitor desejar manter uma copia deste caderno para realizar
edicoes online e salvé-las, basta que possua uma conta Google e copiar os arquivos fornecidos

para ela.

Ainda se tratando de ferramentas online, é possivel que o leitor utilize estes
cadernos nos navegadores de internet Firefox (versoes 90 em diante) e Google Chrome
(Chromium versoes 89 em diante). Dos vérios sites existentes que implementam o Jupyter
Notebook, recomenda-se um em que foi desenvolvido pela propria equipe responsavel pelo

desenvolvimento do software em seu site oficial®

Foram desenvolvidos trés cadernos, de modo que cada um deles aborda uma das trés
Redes Neurais Artificiais discutidas neste texto. Estes cadernos também foram utilizados
para a gravacao das videoaulas: “Perceptron - A4: Implementando o Perceptron em Python”,
“Adaline - A3: Implementando o Adaline em Python” e “Perceptron Multicamadas (PMC):
Aplicacoes do PMC”. Um quarto caderno foi utilizado na videoaula: “Adaline - A4:
Comparando o Perceptron e o Adaline”, mas este foi apenas uma modificacao temporéaria
no caderno que implementava o Adaline, realizada apenas para gravagao do video. Mesmo

assim, este caderno também esta disponivel para download.

O exemplo das flores Iris, que é mencionado nos exemplos deste trabalho, também
foram estudados nas videoaulas com o uso de seu conjunto de dados obtidos em Fisher
(1988). Devido a sua popularidade, existem modos de importar estes dados com bibliotecas
do Scikit-learn e do comando sklearn.datasets.loadiris. Entretanto, optou-se pela
importacao manualmente dos dados e, apresenté-los integralmente como forma de deixar

evidente o volume de informacoes que uma rede neural pode processar.

LA instalagao pode ser realizada seguindo as instrucdes do site oficial que pode ser visitado em

https://jupyter.org/install. Acessado em 25 de fevereiro de 2025

https://colab.google.com. Acessado em 25 de fevereiro de 2025

O site que permite a execugao e edigao destes cadernos implementado pela equipe do Jupyter é o
https://jupyter.org/try. Acessado em 25 de fevereiro de 2025.

3
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6 Consideracdes finais

Este trabalho foi desenvolvido para ser utilizado como uma introducao aos estudos
na area de Redes Neurais Artificiais (RNA). Para isto, foram elaboradas 13 videoaulas
e quatro cadernos interativos, com o proposito de estabelecer um percurso no qual o
leitor, ou ouvinte, poderéd conhecer e estudar sobre este modelo computacional amplamente

utilizado nas mais diversas areas da sociedade.

Adicionalmente, as videoaulas foram disponibilizadas na pagina Oliveira (2025)
juntamente com os links para os cadernos Jupyter Notebook utilizados nos videos e este
material escrito. A adogao desta estratégia se deu com o propoésito de relacionar de maneira
organica as etapas discutidas nos videos, sua fundamentacao teoérica e a possibilidade de

interacao, por parte do estudante, ao editar e executar os codigos apresentados nos videos.

A apresentagao dos materiais relacionados a este trabalho, de forma interativa
permitiu discutir sobre assuntos que demandariam a ampliacao do corpo deste texto,
implicando no desvio do assunto principal, sem perder os detalhes que seriam omitidos caso
estivessem contidos aqui. Um exemplo deste caso foi o estudo de como os pesos sinapticos
iniciais influenciam, ou nao, o treinamento das RNA discutidas e a obtengao dos pesos

sinapticos finais.

A ampliagao do nimero de exemplos em que as RNA foram aplicadas, por meio do
uso dos materiais interativos, foram os principais ganhos do uso de videoaulas. Aliados com
a argumentacao inicial e apresentagao em linguagem simplificada, as videoaulas permitiram
a observagao, de forma atrativa, dos temas discutidos neste trabalho de forma a incentivar

a leitura do texto para a fundamentacao teorica.

E esperado que o leitor, e ouvinte, ndo se contente somente com o que foi abordado
neste minicurso como um todo, muito menos que se limite ao consumo somente dos videos
ou somente do texto, pois estes se complementam. Além disso, algumas discussoes omitidas
neste trabalho podem surgir naturalmente por questionamentos relacionados ao modo em

que as propostas foram realizadas aqui.

Um exemplo disto ¢ a discussao relativa a divisao das amostras de treinamento
das flores Iris de 90% para o treinamento e 10% para verificacdo da rede. A analise desta
divisao pode abrir espago para a discussao de quais seriam as divisoes adequadas a outros
contextos de treinamento de RNAs, ou mesmo se existe a possibilidade de uma divisao
adequada, bem como quais os efeitos da adogao destas divisoes no treinamento das redes

em se tratando de overfitting ou underfitting.

Outro exemplo de estudos que podem ser realizados a partir de como foram
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abordados os elementos deste trabalho sao os tipos de treinamento, em linha, em blocos ou
semi-blocos, bem como outras possibilidades, e suas vantagens e desvantagens em frente
aos tipos de amostras, a proposta de uso para a rede e & forma como a rede pode convergir

para valores que sao minimos locais ou globais.

O proprio uso das diferentes fungoes utilizadas para calcular, e consequentemente
minimizar, o erro da rede, as funcoes de custo, também é um outro aspecto que nao é
aprofundado neste trabalho como um todo, e é um tema que deve ser estudado por parte

do leitor, e ouvinte, que pretende seguir com estudos nesta area.

A omissao de alguns temas relacionados ao desenvolvimento das RNA ao longo da
historia, incluindo avancos mais recentes como Redes Neurais Convolucionais, Aprendizado
Profundo e inclusive aplicagoes mais famosas como reconhecimento facial e de escrita, por
exemplo, ocorre de forma que estes assuntos se tornem extensoes naturais para quem tiver
interesse em seguir nesta area de pesquisa, com fontes mais adequadas aos propoésitos

especificos aos quais o leitor e ouvinte desejar cumprir.

Dito isto, pretende-se deixar evidente que todos os esfor¢os deste trabalho tiveram
como objetivo fundamentar temas considerados bésicos, na esperanga que se tornassem
acessiveis e interessantes a todos que tiverem contato com os materiais que produzimos, e

que sirvam como forma de ingresso de estudos nesta area.
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